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RENDICONTI 



DEL 



CIRCOLO MATEMATICO 

DI PALERMO 



Rtnd. Circ. Uaitm, P»Ì€rmo, e. XIV (1900), (»rtc i*. — SumpAiO U 16 aprile 1900. 



ANNUNZIO. 

Per ogni Nota o Memoria, presentata in una sola adunanza dei Circolo, la quale 
sorpassi le i6 pagine di sta.npa, rimane a carico dell* Autore la spesa di composizione 
delle pagine eccedenti, in ragione di L. 3, 15 per ogni pagina o parte di essa. 

GU Autori che desiderano Estratti delle Kote e Memorie inserite nei Rendiconti^ 
sono vivamente pregati di avvertirne la Redarione nell'atto di rinviare le prove di stampa. 
A fine di agevolare i sod nella pubblicatone dei loro lavori, gli estratti saranno ad 
essi mandati a mano a mano che procede la stampa del fascicolo. 

U prezzo degli estratti è regolato come segue: 

Per un foglio di 8 pagine, o meno: 

50 cscmplari=L. s; ioo=L. 7, 75; i5o=L. 11; 200 = L. 13,75; 250 = L. 17; 
300s=L. 20, 25; 350=L. 23, so; 400 = L. 26, 75. 

Per ogni fog^o successivo di pagine 8, o parte di esso (oltre la spesa di compo- 
sizione, come sopra, per le pagine eccedenti i due fogli di stampa) : 

50 esemplari = L. 3, 75; 100 = L. 5, 25; 150 = L. 7, 25; 200 = L. 8, 75; 
250=:L. IO, 75; 300 = L. 12, 75; 3S0 = L. 14, 75; 400 = L. 16, 75. 

Le figure intercalate nel testo ovvero in tavole separate sono a carico degli Autori. 



Rbdazionb: 28, via Ruggiero Settimo — Palermo. 



Tipografia Bfatematica, 11, via Villareale, Palermo. 

Proto-Compo«itorc : Gaitamo Simatom. 
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CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO. 

(Società fondata nel i884> 



STATUTO DELLA SOCIETÀ 

discusso ed approvato dall'Assemblea generale da soci del di 26 febbrajo 1888. 



Scopo della Società. — Sede. 

Art. L — La sodetà sdentifìca Circolo Matematico di Paiamo ha per iscopo l'in- 
cremen to e la diffudone delle scienze matematiche in Italia. 

Art. 2. — A tal fine, il Circolo : 

a) Tiene adunanze nella sua sede. 

h) Pubblica una rivisu periodica di matematica col titolo: Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, 

Potrà inoltre istituire concorsi a premi e farsi promotore di congressi scientìfici 
nelle vane città del Regno. 

Art. 3^ — La sede della Società è in Palermo, ed è inamovibile. 

Dei Soci. — Ammissione. — Contribuzioni. 

Art. 4. — n Circolo si compone di due categorìe di sod : residenti e non residenti. 
Nella prima si comprendono coloro che hanno in Palermo dimora abituale. 

GH stranieri possono far parte della società. 

Art. 5. — Il numero dei sod residenti e non residenti è illimitato. 

Art. 6. — Per l'ammissione al Circolo è necessario : 1° Essere proposto, in una 
adunanza, da due sod (residenti o non residenti) mediante domanda, per iscrìtto, al 
Presidente; 2° ottenere, nell'adunanza seguente, i suffragi della maggioranza dd sod 
presentL 

Art. 7. — Ogni sodo residente è tenuto al pagamento : 1° di una tassa d'en- 
trata di L. IO, da pagarsi all'atto dell'ammissione; 2° di una contribu^ione annua di 
L. 15, da pagare a quadrimestri antidpati, ai 1° gennajo, al 1° maggio ed al 1° set- 
tembre di ogni anno. Il nuovo anunesso comincerà a pagare dal prindpio dell'anno 
in corso. 

Art. 8. — Ogni sodo non residente è tenuto al pagamento della sola contribu- 

JUmi» Gre Mmtêm, PaUnmo, t. XIV (1900). — Sumpftto il $ aprile 1900. • 



STATUTO DELLA SOCIETÀ. 



^ioru annua di L. 15, da versarsi, antidpataraente, al i^ gennajo di ogni anno. H nuovo 
ammesso comincerà a pagare dall'anno in corso. 

Art. 9. — Le dimissioni da sodo dei Circolo non sono vaUde se il dimissionario 
non abbia soddisfatto Tintera contribuzione annua. Esse dovranno essere dirette al Pre- 
sidente che ne darà partedpazione alia Società nell'adunanza più vicina. 

Chi si è dimesso può, dietro domanda da lui sottoscritta« rientrare nella Sodetà, 
mediante la vouzione di cui all'Art 6. 

Art. 10. — Il sodo moroso, trascorsi 6 mesi dall'epoca stabilita per il pagamento, 
sarà, dietro avvertimento preventivo dd tesoriere, radiato dall'elenco dd sod. 

Art. IL — Il versamento, in unica volta, di L. 300 conferisce il titolo di socio 
perpetuo, ed esonera dal pagamento della contribuzione annua. In caso di sdog^ento 
della Sodetà non si ha alcun diritto a rimborso. 

Art. 12. — Il sodo residente, per il fatto dd trasferimento della sua dimora 
abituale, è ascritto fra i non residenti, senza poter ripetere il rimborso della tassa di 
entrata. È tenuto al pagamento ddla medesima il sodo non residente che acquista, per 
la prima volta, la qualità di residente. 

Art. 13. -««Tutti i sod, residenti e non residenti, riceveranno gratuitamente i 
Rendiconti dd Circolo. Ogni nuovo ammesso ha diritto al volume in corso di stampa 
all'epoca della sua ammissione. 

DeirUfficio di Presidenza. 

Art. 14. — La rappresentanza e la direzione amministrativa della Sodetà spetta 
all' Ufi ciò di Presidênia, costituito dagli uffidali ddla Sodetà : 
I presidente, 

1 vice-presidente, 

2 segretari, 

2 vice-segretari, 

1 tesoriere, 

2 bibliotecari, 

eletti dai sod residenti, nel proprio seno, a scrutinio segreto. 

L'Uffido di Presidenza rimane in carica due anni. Tutti i suoi membri sono rìe- 
liggibili. 

Art. 15. — Per l'dezione dell'Ufficio di Presidenza si terrà apposita adunanza 
straordinaria nella i^ domenica di gennajo. Prendono parte alla votazione soltanto i 
sod presenti. 

Ove durante il biennio rimanga vacante una carica dell'Uffido di Presidenza, i 
soci residenti saranno convocati in apposita adunanza straordinaria per l'elezione dd 
titolare. 

Del Consiglio Direttivo. 

Art. 16. — La direzione sdentìfica della Sodetà è affidata ad un Consiglio Di- 
rettivo, il quale funziona da comitato di redazione ddla rivista periodica « Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo », secondo le norme di un suo regolamento interno. 
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Art. 17. — Il Consiglio Direttivo è composto di 20 membri, 5 residenti e 1 5 
noQ residenti, eletti dall'intera società a scrutinio segreto. In ognuna delle due cate- 
gorie risultano eletti i sod che riportano mag^or numero di voti. Qualora l'elezione, 
per parità di voti, riuscisse indecisa fra due o più candidati, si procederà a votazioni 
di ballottaggio, alle quali prenderanno parte soltanto i sod presenti all'adunanza. 

Il Consigtio Direttivo rimane in carica tre anni. Tutti i suoi membri sono rie« 
figgibili. 

Ari. 18. — Per l'elezione del Consiglio Direttivo si terrà apposita adunanza 
straordinaria nella terza domenica di gennajo. 

Ogni sodo non residente, come ogni sodo residente che non possa intervenire 
alla detta adunanza, invierà, in una lettera da lui sottoscritta e diretta al Presidente, 
una scheda chiusa e suggellata indicante 20 nomi di sod, dd quali: 5 residenti e 15 
non residenti 

Saranno considerate nulle le schede che non soddisfano a tutte le condizioni sopra 
subilite o che pervengano all'Uffido di Presidenza dopo le ore 3 pomeridiane dd 
suindicato giorno. 

Lo spoglio delle schede sarà fatto dal Presidente assistito dai segretari. 

Art. 19. — Non vi è incompatibilità di carica fra i membri dell'Uffido di Presi- 
denza ed i membri residenti del Consiglio Direttivo. 

Art. 20. — Entrando in carica, il Consiglio Direttivo delegherà uno dd suoi 
membri residenti a dirigere la pubblicazione dd Renàiconti. 

Delle adunanze. 

Art. 2L — Le adunanze ordinarie del Circolo si terranno la seconda e la quarta 
domenica dd mese. La sodetà prende due mesi di vacanza: settembre ed ottobre. Il 
Presidente, ove lo reputi opportuno, può, in ogni tempo, convocare i sod residenti in 
adunanza straordinaria. 

Art. 22. — Nelle adunanze, in caso di assenza del Presidente e dd Vice Pre- 
sidente, il più anziano di età fra i sod presenti funzionerà da Presidente. In caso di 
assenza dd Segretari e dd Vice Segretari, chi presiede «inviterà uno dd sod presenti 
a fame le ved. 

Art. 23^ — Entro il mese di gennajo, di ogni anno, il Presidente convocherà i 
sod residenti in apposita adunanza straordinaria per la revisione dd conti dell'anno 
decorso e l'appxovadone dd bilando di previsione. 

Art. 24. — Nelle adunanze del Grcolo non è ammessa alcuna comunicazione o 
discussione sópra argomenti estrand all'indole scientifica e allo scopo della Sodetà. 

Art. 25. — Tutto dò che riferiscesi all'amministrazione dd Circolo, può essere 
trattato, esdusivamente, nelle adunanze straordinarie, per le quaH il Presidente formu- 
lerà e partedperà, con precedenza, ai sod residenti, apposito ordine dd giorno. 

Art. 26. — Le dimissioni da sodo dd Circolo non possono essere oggetto di 
discussione né di votazione. 

Art. 27. — Nelle adunanze ordinarie il Circolo è legalmente costituito qualun- 
que sia il numero dd sod presenti. 



nr STATUTO DELLA sochtJL 

Nelle adunanze straordinarie, tranne quelle di cui agfi Art 15 e 18, è necessaria 
uni seconda convocazione quando nella prima non sia intervenuta almeno la metà 
più uno dH sod residenti 

Art. 28L — Nelle adunanze ordinarie le Comunicazioni dei sod residenti si suc- 
cedono per ordine d'iscrizione. Saranno precedute dalla lettura che farà il Segretario 
dei titoli deOe Comunicazioni dei sod non residenti, pervenute all'Ufficio di Presidenza 
neO'intervalb tra un'adunanza e l'altra. 

Art. 29. — Rientra nelle spedali attriburioni del Presidente tutto dò che riferi- 
scesi al regolamento delle adunanze ordinarie e straordinarie. 

Art. 30. — I sod non residenti che si trovino temporaneamente in Palermo 
godono tutti i diritti dd residenti e partedpano alle votazioni, meno quelle di cui agli 
Art 15, 23 e 45. 

Art. 3L — Le persone estranee che desiderano assbtere alle adunanze ordinarie 
del Circolo, détbooo, ciascuna volta, essere introdotte da uno dd sod. 



Dei Rendioonti. 



Art. 32. — Nd Rendiconti dd Qrcolo si pubblicano, per obbligo : 

i** Gli Estratti dai verbali delle adunanze (redatti dai Segretari^ i quali conten- 
gono il titolo e, ove occorra, un breve cenno, delle comunicazione dd sod. 

2^ Le Note e le Memorie originali comunicati dai sod ed accetute per la stampa 
dal Comitato di redazione. 

3" Un bollettino bibliografico della produzione matematica nazionale e stranieta, 
il quale comprende: 

a) il sommario degli articoli di matematica contenuti nelle pubblicazioni ^mmliclr« 
(atti di Accademie, rivbte, giornali, ecc.) colle quali il Circolo scambia i suoi Rem- 
diconti; 

b) l'denco delle pubblicazioni di matematica non periodiche (opere, memorie, 
note, etc) che pervengono in dono alla Biblioteca dd Circolo. 

Art. 33. — Per tutto che concerne la rivista Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, il Consiglio Direttivo potrà attuare quelle riforme ed estensioni che stimerà 
opportune per accrescerne l'importanza sdentifica e meglio soddisfare alle esigenze dd 
cultori delle scienze matematiche. 

Art. 34. — Gli Estratti dai verbali non riproducono le discussioni sdentifiche 
che li fanno nelle adunanze dd Circolo; mttavia se i sod, che vi hanno preso parte, 
dcildcrino ne sia fatta menzione, essi sono tenuti a rimettere al Segretario, ndl'adu- 
fmnxi Utcftui, una Nota per iscritto, la quale, in ogni caso, non potrà eccedere lo spazio 
M una pugini dd Rendiconti, 

Art. 35. — Le Note, Memorie e Riviste bibliografiche destinate ai Rendiconti 
flovfflnno cft&erc inedite e scrìtte in una delle seguenti lingue : italiana, latina, spagnuola, 
/rAiMC^tC, tcdeKa, inglese; non potranno pubblicarsi a parte o inserirsi in altri periodid 
%t \i't\\\i\c\ %c non dopo che saranno state pubblicate dal Qrcolo. Gli Autori ne assu- 
uumOf citi ioli, la responsabilità sdentifica. 



STATUTO DELLA SOCIETÀ. 



Delle adunanze. 

Art. 36. — Il Cìrcolo forxna una Biblioteca e scambia i suoi Rendiconti colle 
raccolte scientifiche, naâonaH e straniere. 

Art. 37. — I Hbrì, gli opuscoli e le raccolte periodiche acquistati o ricevuti in 
dono, o in cambio dei Rendiconti, restano di proprietà esclusiva del Circolo; in caso 
di scioglimento della Società passano di pien diritto alla Biblioteca Comunale di Palermo. 

Art. 38. — Il regolamento speciale della Biblioteca, approvato dai sod residenti, 
potrà stabilire le norme per accordare a domidiio, a' sod residenti e non residenti, 
Tuso temporaneo degli opuscoli sdentifìcL 

Art. 39. — Sui fondi provenienti dalle contribuzioni annue dd sod, non può 
essere stanziata alcuna somma per la Biblioteca. 

Delle entrate e delle spese. 

Art. 4D. — Le entrate dd Circolo sono : 

I® le contribuzioni dd sod; 

2° il prodotto della vendita dd Rendiconti; 

3° i sussìdii e doni che il Circolo potrà ricevere da privati o da enti morali 

Art. 4L — Le spese dd Circolo si dividono in ordinarie e straordinarie. Le spese 
ordinarie sono: 

i** le spese d'uffido, indusavi Tannua pigione dd locale per la sede dd Circolo; 

a® le spese di stampa e spedizione dd Rendiconti. 

Per ogni spesa straordinaria è necessaria deliberazione dell'assemblea dd sod 
residenti 

Art. 42L — n Tesoriere ha la gestione economica degli affari sodali, tanto attivi 
che passivi, impiega i fondi disponibili, provvede alle spese ordinarie ed a quelle straor- 
dinarie votate dall'assemblea dd sod residenti 



Art. 431 — Rimangono abrogati tutti gli articoli dello Statuto provvisorio àxX 2 
marzo 1884. 

Art. 44 — Qualunque proposta per a^unta o modificazione al presente Sta- 
tuto dovrà essere sottoscritta da almeno 30 sod ed approvata dalla Sodetà colla mag^- 
gioranza di almeno '1^ dd votanti 

Art. 45. — Nd caso di sdoglimento della Sodetà, l'assemblea generale dei sod 
residenti, coll'intervento di almeno '1, dd medesimi, delibererà sulla destinazione dd 
fondi rimasti disponibili. 

Articolo transitorio. — Le prime dedoni per l'Uffido di Presidenza e pd 
Consiglio Direttivo saranno fatte dall'Assemblea dd sod residenti, convocati in appo- 
sita adunanza straordinaria. 



UFFICIO DI PRESIDENZA 

PEL BIENNIO 1 900-1 901. 

Caldarera, presidente. — Malsano, vice presidente. — Gerbaldi e Guccia, 
s^etari. — de Franohia e Pepolì, vice s^retari. — Porcelli, tesoriere. 



CONSIGLIO DIRETTIVO 

(Comitato di redazione dei Rendiconti) 
PEL TRIENNIO I9OO-I9OI-I902. 

Residenti: Albeggiani, Gebbia, Gerbaldi, Guooìa, Torelli. 

Non residenti: Bianchi (Pisa), Capelli (Napoli), Gemiti (Roma), 
Cremona (Roma), Del Pezzo (Napoli), Del Re (Napoli), Loria (Ge- 
nova), Mitta^-Leffler (Stoccolma), Pascal (Pavia), Peano (Torino), 
Pinoherle (Bologna), Poincaré (Parigi), Tonelli (Renna), Volterra 
(Torino), N. N. 

Delegato dal Consiglio per dirigere la pubblicazione dei 
Rendiconti (Art 20 dello Statuto): Guccia. 



EFFEMERIDE DELLE ADUNANZE ORDINARIE PEL 1900. 



Gennajo 14, 28 
Febbrajo 11, 25 
Marzo ii> 25 
Aprile 8, 22 
Maggio 13, 27 
Giugno IO, 24 



Luglio 


8,22 


Agosto 


12, 26 


Settembre 
Ottobre 


1 
1 


Novembre 


II, 25 


Dicembre 


9»a3 
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ELENCO DEI SOCI 



(5 APRILE 1900) 



[S. P.] = Sodo perpetuo {Articolo 11 àóllo Statuto). 



RESIDENTI. 



DATA DELLA NOMINA. 

189], 22 gennajo. 



1884, 2 marzo. 



1884, 2 marzo. 



Agnello Francesco [Gìrgenti: 24.6. 1866], ingegnere. — Ptai^^tf 
StaxionCf 2, Palalo Messina. 

Alagna Rosario [Partanna (Prov. di Trapani): 12. 7. 1853], 
ingegnere, prof, nei R. Istituto Margherita in Palermo. — Via 
Celso, 66. 

Albeggiani Michele Luigi [Palermo: 7.3.1852], ingegnere, 
corrispondente della Società di Sdenze Naturali ed Economiche 
di Palermo; libero docente di Geometrìa analitica nella R. Uni- 
versità; ine di Stereotomia nella R. Scuola d'applicazione per 
gHngegnerì e prof, di Matematica nd R. Istituto Tecnico di 
Palermo. — 5a/ì(a Banditore, 4. 
1898, 27 novembre. Angelitti Filippo [Ajelli (Aquila): i. 5. 1856], ingegnere, dot- 
tore in Matematica, sodo residente dell'Accademia Pontaniana 
di Napoli, sodo corrispondente della R. Accademia di Sdenze 
« Fisiche e Matematiche di Napoli, sodo ordinario della Sodetà 

di Sdenze NamraH ed Economiche di Palermo; prof, straord. 
di Astronomia nella R. Università e direttore del R. Osserva- 
vatorìo Astronomico di Palermo. — R. Osservatorio Astrono^ 
mico, Palagio Reale. 

Bagnerà Giuseppe [Bagherìa (Prov. di Palermo): 14. 11. 1865], 
ingegnere, dottore in Matematica, libero docente di Anall^ 
algebrica nella R. Università di Palermo; insegnante di Mate- 
matica nd R. Educatorio Maria Addaide di Palermo. — Via 
Rosina Mu\io Salvo, 44. 

Basile Emesto [Palermo: 31. i. 1857], architetto, accademico 
di merito della Romana Accademia di Belle Arti di S. Luca, 
sodo onorario della Reali Accademie di Belle Arti di Milano, 



1889, 22 dicembre. 



1888, 26 agosto. 



vili 



ELENCO DEI SOa (RESIDENTI). 



DATA DELLA NOMINA. 



1884, 2 marzo. 
1889, 24 marzo. 

1899, IO dicembre. 
1884, 2 marzo. 



1888, 14 ottobre. 



1896, 




i88s. 


8 febbraio. 


1897. 


27 giugno. 


1895. 


ij gennajo. 



di Bologna, di Carrara e di Venezia; sodo corrispondente della 
R. Accademia Raffaello in Urbino; prof, onorario dd R. Isti- 
tuto di Belle Arti di Napoli; socio attivo della R. Accademia 
di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo; sodo corrispon- 
dente della Sodetà di Sdenze Naturali ed Economiche ài Pa- 
lermo; direttore dd lavori dd Teatro Massimo di Palermo; 
direttore e professore di Architettura dd R. Istituto di Belle 
Arti in Palermo; membro della Giunu superiore di Belle Arti; 
prof. ord. di Architettura tecnica nella R. Suola d'applicazione 
per gl'Ingegneri di Palermo. — Via Vilìaf ranca, 46. 

Boutade Giovanni [Palermo : 27. 4. 1857], ingegnere. — Carso 
Scinà, iSo, 

Bottino Francesco [Palermo: 14. 8. 1855], ingegnere dvile, 
ingegnere di Miniere di Zolfo; prof, di Matematica nd R. Gin- 
nasio Giovanni Meli; assistente al Gabinetto di Costruzioni nd 
R. Istituto Tecnico di Palermo. — Via Villarosa, 12, 

Calapso Pasquale [Carini: 12. 4. 1872].— Via XII Gennajo, 
Palano Maggiorà-Pemù 

Caldarera Francesco [Randazzo (Prov. di Catania): 5. 5. 1825], 
sodo attivo della R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle 
Arti di Palermo, sodo ordinario ddla Sodetà di Sdenze Na- 
turali ed Economiche di Palermo, membro ddla Sodetà Ma- 
tematica di Francia; sodo corrispondente dell'Accademia Pon- 
uniana di Napoli, dell'Accademia Gioenia di Catania, dell'Ac- 
cademia Dafnica di Adrenle, ddl' Accademia di Sdenze, Let- 
tere ed Arti di Modena e della R. Accademia di Padova, dd- 
l'Assodazione « Mathesis » d'Italia; presidente dd Circolo Ma- 
tematico di Palermo; prof. ord. di Meccanica razionale nella 
R. Università di Palermo. — Via Libertà, Paiamo Giampaolo. 

Certo Luigi [Napoli: 19. 12. 1855], dottore in Matematica, 
prof, nd R. Liceo Vittorio Emanude di Palermo. — Via Sai-' 
valori MecciOf i. 

ConOBoente Euplio [Petralia Sottana : 30. 9. 1874], dottore in 
Matematica. — Via Vülareah, 11. 

Centi Ignazio, dottore in Matematica, prof, nd R. Istituto Tec- 
nico di Palermo. — R. Istituto Tecnico. 

Correnti Vincenzo [Valldunga (Prov. di Calta nissetta) : 15 11. 
1871], dottore in Matematica. — Via Cassari, 19. 

De Franchis Michde [Palermo: 6. 4. 1875], dottore in Ma- 
tematica, libero docente di Geometria analitica e proiettiva, assi- 
stente alla cattedra di Geometria analitica e proiettiva ed assi- 
stente alla cattedra di Geometrìa superiore nella R. Università 
di Palermo. — Via Torrearsa, 20, 
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IX 



DATA DELLA NOMINA. 



1885, 25 gennaio. 
«899, 15 gcnnaja 

1884, 2 marzo. 



1887, 37 lugfio. 



1884, 2 marzo. 



«899» »5 gennajo. 

1900, II febbrajo. 

1887, 13 febbrajo. 
1887, 16 gennaio. 

1890, 23 giugno. 



Di Simone Gu^dmo [Palermo: 7.9.1862], ingegnere.— Tta 
Principe Scorata, 11, 

Fazzari Gaetano [Tropea: 6. io. 1856], dottore in Matema- 
tica, direttore del Pitagora, prof, nel R. Liceo Umberto 1° di 
Palermo. — Vicolo Chiuso al Corso OlivuTna, io, 

Oebbia Michele [Palermo: 7. 2. 1854], membro della Società 
Matematica di Francia, libero docente di Meccanica razionale 
nella R. Università ed ine di Statica grafica nella R. Scuola 
d'applicazione per gl'Ingegneri in Palermo. — Pia^a Bolo- 
gni, 3j. 

Gerbaldi Francesco [Spezia (Prov. di Genova): 29. 7. 1858], 
dottore in Matematica, membro della Società Matematica di 
Francia e della Deutsche Mathematiker-Verdnigung; segretario 
dd Comitato Italiano pel «Repertorio Bibliografico delle Scienze 
Matematiche »; prof ord. di Geometria analitica e proiettiva ed 
ine. di Analisi superiore nella R. Università di Palermo. — Via 
Gaetano Baita, 11. 

Cuccia Giovanni Battista [Palermo: 21. io. 1855] [S. P.], 
dottore in Matematica, sodo attivo della R. Accademia di 
Sdenze, Lettere e Belle Arti di Palermo, corrispondente della 
Sodetà Reale delle Sdenze di Liegi, della Sodetà Filomatica 
di Parigi e della Sodetà di Sdenze Naturali ed Economiche di 
Palermo; membro della Sodetà Matematica di Franda e dd- 
l'Assodazione Francese pel progresso delle Sdenze; membro 
ddla Commissione permanente intemazionale pd « Repertorio 
Bibliografico delle Sdenze Matematiche »; direttore dei Rendis 
conti del Circolo Matematico di Palermo; prof. ord. di Geome- 
tria superiore nella R. Università di Palermo. — Fia Ruggiero 
Settimo, 28, 

Guerra Ester Paolo [Palermo: 16. i. 1871], ingegnere, inse- 
gnante di Matematica neUa Scuola Normale dell'Educatorio 
Whitaker. — Via Bosco, io, 

Guggino Francesco [Bivona (Prov. di Girgenti): 8. 8. 1877], 
licenziato in Sdenze Fisiche e Matematiche. — Via Spirito San- 
to, II, /»° 3*». 

La Manna Domenico [Palermo: 2. 5. 1856], ingegnere. — 
Via Polacchi, j6. 

La Mensa Giovarmi [Palermo: 13. i. 1847], ingegnere, prof, 
di Costruzioni, Disegno rdativo e Geometria descrittiva nel 
R. Istimto Tecnico di Palermo. — Via Rosolino Pilo, 14. 

Lanza Giuseppe, conte di Mazzarino [Palermo: 6. 3. 1866], 
membro della Sodetà Siciliana per la Storia Patria. — Via 
Macqueda, Paìa^XP Ma%T(arino. 

PmUrm0, t. XIV (1900). — Sump«to il 5 aprile 1900. b 
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1900, 21 geniuja Lugaro Eolico [Palermo: 2. 12. 1876].— Fia Fälafranca, 44. 
1886, 18 aprile. Macaluao Damiano [Palermo: 27. 4. 1845], ingegnere, sodo 

attivo della R. Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di 
Palermo, socio ord. deUa Società di Scienze Natiu-ali ed Eco- 
nomiche di Palermo, sodo corrispondente dell'Accademia Gioe- 
ma di Catania; proL ord. di Fisica sperimentale ed ine éà. un 
corso di Fìsica dementare pei farmacisti ndla R. Università di 
Palerma — IL Univirsità. 
1884, 2 marza Malwano Giovanni [Mezzoiuso (Prov. di Palermo): 23. 5. 1852], 
dottore in Scienze Fisico-Chimiche, dottore in Matematica, so- 
do ordinano deQa R. Accademia Pdorìtana di Sdenze, Lettere 
e Beile Arti di Messina; prof. ord. di Algebra ndla R. Uni- 
versità di Palerma — Via Macquêda, So, p^ f. 

Ifioeli Lorenzo [Semse (Prov. dì Potenza): 21. 2. 1861], dot- 
tore in Matematica. — Via Sammartimo, 55, p^ i^. 

Paterno Francesco Paolo [Novi Ligure (Prov. d'Alessandria): 
II. 5. 1852], ingegnere-architetto, proL straord. di (yeometrìa 
descrittiva con disegno ndla R. Università e prof, di Matema- 
tica nd R. Istituto Tecnico <ü Palerma — Pia^iia / j Vittime, 18. 

Pepoli Alessandro [Palermo: 17. 3. 1852], ingegnere, prof. 
neQa R. Scuola Tecnica GaginL — Via Isidoro La Lumia, 71. 

Pintaouda Carlo [Palerino: 8. 12. 1837], ingegnere, sodo 
corrispondente ddla Società di Sdenze Naturali ed Economi- 
che dì Palerma — Via Ingham, 18. 

Politi Giuseppe [Palermo: 4. 8. 1852], ingegnere presso la 
Società Italiana per le Strade Ferrate deUa Sicilia.^ Vim Pir- 
goU, 14. 

PoroeUi Sahratore [Palermo: 16. 11. 1843], ingegnere. — Via 
Filippo Parlatcr^y casa PorcéUL 

Saladino Danoenico [Palermo: 3a 5. 1857], ingegnere. — Via 
Or«lo, 28, 

Soler Ballano Emanude [Palermo: 29. 8. 1867], ingegnere, 
dottore in Matematica, sodo conispoodente ddla R. Accademia 
di Sdenze, Lettere e Bdle Arti e della Società di Sdenze Na- 
turali ed Economiche di Palermo; fibeio docente dì (Geodesia 
e assistente al gabinetto dì Geodesìa nella R. Università di Pa- 
lerma — Via Principe Scariia, $y. 
1899, 26 marza Tagliarini Rodolfo [Palermo: 17. 3. 1871].— Via 5. Basi- 

lio, 42. 
1888, 24 giugna Torelli Gabrìde [Napoli: 26. 3. 1849], dottore in Matenoatica, 
sodo reudente dell'Accademia Pontaniana di Napoli, sodo 
corrispondente deUa R. Accademia di Sdenze Fìsiche e Mate- 
mttidie di Napoli e ddla Società di Scienze NatunH ed Eco- 



1892, 28 febbraja 
1884, 2 marza 

1884, 2 maria 
1884, 2 marzo. 

1884, 2 marza 

1884, 2 marza 
1896, 27 dicembre. 
1892, 3 gennaja 
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DATA DELLA NOMINA. 



1888, S feUmijo. 



1894, 14 gennajo. 
1886, 7 febbrajo. 



nomiche dì Palermo; prof. ord. di Calcolo infinitesimale ed ine 
di Fisica matematica nella R. Università di Palermo. — Via 
Maìaspina, 42, 

Venturi Adolfo [Firenze: 22. 9. 1852], dottore in Matematica, 
sodo attivo della R. Accademia di Scienze, Lenere e Belle Arti 
e sodo ord. della Sodetà di Sdenze Naturali ed Economiche 
di Palermo; rettore ff., preside della Facoltà Matematica, e 
prof. ord. di Geodesia teoretica ed ine. di Meccanica superiore 
nella R. Università di Palermo. — Via Cuba, 2^, 

Viola Achille, ingegnere. — Via Cappuccini^ ^. 

Zona Temistode [Porto Tolle (Prov. di Rovigo): 7. 5. 1848], 
sodo attivo ddla R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle 
Arti di Palermo e della Sodetà di Sdenze Naturali ed Econo- 
miche di Palermo; libero docente di Astronomia e prof, straord. 
di Geografia fisica nella R. Università di Palermo. — Oss^^ 
vatario Astronomico, PaìaTiio Reale. 
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DATA DELLA NOMINA. 

1899, 12 marzo. Almansi Emilio [Firenze: 15. 4. 1869], ingegnere, dottore in 
Matematica, libero docente di Meccanica razionale nella R. Uni- 
versità di Torino. — Borgo la Crou, ^4 — Firenie. 

1894, 8 aprile. Amanzio Domenico [Marano (Prov. di Napoli): 2. 2. 1854], 

dottore in Matematica; sodo dell'Accademia Pontaniana, libero 
docente di Algebra complementare nella R. Università di Na- 
poli; prof, nd R. Collegio Militare e nd R. Istituto Tecnico di 
Napoli — Via Cbiatatnone, 26 — Napoli. 

1894, II marzo. Amici Nicola [Acquasanta (Prov. di Ascoli Piceno): 21. io. 
1866], dottore in Matematica, prof, nel R. Istituto Tecnico di 
Macerata. — i{. Istituto Tecnico — Macerata, 

1887, 7 aprile. Amedeo Federico [Avellino: 8. io. 1859], <lottore in Matema- 

tica, libero docente in Geometrìa projettiva e coadiutore alle 
cattedre di Calcolo infinitesimale e Algebra complementare nella 
R. Università di Napoli; proi nd R. Istimto Tecnico G. B. 
della Porta. — Vonuro, via Scarlatti, ^2 — Napoli. 
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njRico DO soa (non Essmnm). 



DATA DELLA NOMINA. 

1890, a) roano. 



1891, 12 aprile. 



i838, II marza 



1896, 26 gennaja 



1899, 12 febbrajo. 
1888, 4 marzo. 



1887, 4 dicembre. 



1895, 24 dicembre. 



André Désiré [Lyon : 29. 3. 1840], già affievo dda Scoab Kor- 
male Superiore di Parigi» aggregato ddrUamenà, donare 
in Scienze Matematiche, membro ooonno e gpà preadente 
della Società Filomatica di Parigi, m e mb ro e gpà pwrideme 
deOa Società Matematica di Francia; m e mb ro della Commis- 
sione permanente intemazionale pd « Repertofìo Bifaiognfioo 
delle Sdenze Matematiche »; pro! di Mamnatìfhr spedafi od 
collegio « Stanislas ». — Rtu BomafarU, jo^' — Paris. 

Appell Paul [Strasbourg: 27. 9. 1855], membro ddlsmoto di 
Francia (Accademia delle Sdenze, sezione di GeometziaX già 
presidente deOa Sodetà Matematica di Francia; proC aDa Fa- 
coltà deOe Scienze di Parigi — I^m de NoëiUts^ Jj — 5r.-G«r- 
maith<n^Layê {Siine $t Oisi, Frana). 

Anela Cesare, dottore in Matematica, membro ddla IL Acca- 
demia delle Sdenze dell'Istimto di Bologna, corrispondente deOa 
Sodetà di Sdenze Naturali ed Economiche di Palenno; proC 
ord. di Calcolo infinitesimale ed ine di Anafisi superiore ncfla 
R. Università di Bologna. — R. Univirsità — Bologna. 

Autonne Léon [Odessa (Russia) : 28. 7. 1859], già allievo deUa 
Scuola Politecnica di Parigi, ingegnere di Ponti e Stade, dot- 
tore in Sdenze matematiche; laureato deOlstimto di Fracda; 
membro ddla Sodetà Matematica di Frauda: « maitre de con- 
férences » nella Facoltà di Sdenze di Lione. — Rue Monlbet'' 
nari, 9 — Lyon (Rb&né, Frana). 

Barak K. A., direttore deOa « Kaiseri. Universitits-und Landes- 
Bibiiothek ». — Kaiseri Universitàts-'und Landes^Biblioibek — 
Strasshurg (Germania), 

Bertini Eugenio [Forlì: 8. 11. 1846], dottore in Matematica, 
membro libero del R. Istituto Lombardo, sodo corrispondente 
della R. Accademia dd Lined e della R. Accademia delle Sdenze 
di Torino; prof, onorario della R. Università di Pavia; pro£ 
ord. di Geometria superiore ed ine di Geometria projettiva e 
descrittiva con disegno nella R. Università di Pisa. — R. Uni- 
versità — Pisa. 

Berzolari Luigi INapoK: i. 5. 1863], dottore in Matematica; 
prof. ord. di Algebra complementare e Geometrìa analitica, e in- 
caricato di Statica grafica, nella R. Università di Pavia. — R. Unir- 
ver sita — Pavia. 

Bianchi Luigi [Parma: 18. 1. 1856], dottore in Matematica, uno 
dd XL della Sodetà Italiana ddle Sdenze, sodo nazionale della 
R. Accademia dd Lined e della R. Accademia delle Sdenze 
di Torino, accademico corrispondente della R. Accademia delle 
Sdenze dell'Istituto di Bologna, della R. Accademia di Sdenze 
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Fìsiche e Matematiche di Napoli e del R. Istituto Lombardo; 
prof. ord. di Geometria analitica ed ine di Matematiche supe- 
riori nella R. Università di Pisa. — R, Univ^sità — Pisa. 

1896, 5 gennajo. Blasema Pietro [Fiumicello presso Aquileja (Friuli): 29. 2. 
1836], senatore del Regno, uno dei XL della Società Italiana 
delle Sdenze, membro e segretario della R. Accademia dei 
Lincei, membro d'onore della R. Accademia di S. Cecilia e di 
quella di S. Luca, della Società di Fisica di Ginevra, della So- 
cietà Elvetica delle Scienze, dell'Ateneo di Bergamo; corrispon- 
dente delle RR. Accademie di Torino, Napoli, Bologna e del 
R. Istimto Veneto; sodo onorario della R. Accademia di 
Sdenze, Lettere e Belle Arti di Palermo, dottore (honoris 
causa) di medidna nella R. Università di Königsberg; direttore 
dell'UfHdo centrale per il Corista intemazionale; membro del 
Comitato intemazionale di Pesi e Misure; prof. ord. di Fisica 
sperimentale nella R. Università e direttore del R. Istituto 
Fisico di Roma. — R, Istituto Fisico, via di Panisperna, 8^ — 
Roma, 

x88Sy 9 settembre. Bordiga Giovanni [Novara : 2. 4. 1854], dottore in Matema- 
tica, sodo corrispondente del R. Istituto Veneto di Sdenze, 
Lettere ed Arti; libero docente di Geometria proiettiva e de- 
scrittiva nella R. Università di Padova; prof, nel R. Istituto 
Tecnico di Venezia. — 5. Lio — Venixiä. 

1889, 14 luglio. Bortolotti Ettore [Bologna : 6. 3. i8d6], dottore in Matema- 

tica; Hbero docente di Algebra neUa R. Università di Roma; 
prof, straord. di Calcolo infinitesimale ed ine. di Analisi alge- 
brica nella R. Università di Modena. — R. Università-^Modena. 

1898, IO luglio. Bourget Henry [Germont-Ferrand : 15. 6. 1864], dottore in 

Sdenze matematiche, astronomo aggiunto all'Osservatorio astro- 
nomico di Tolosa e «maitre de conférences» nella Facoltà di 
Sdenze di Tolosa. — Rue St,- Jacques, 20 — Toulouse {Haut^ 
Garonne^ Franu), 

1899, 26 febbrajo. Bourlet Charles [Strasbourg (Alsace) : 25.4. 1866], dottore in 

Sdenze matematiche, aggregato dell'Università, laureato dello 
Istituto di Frauda, membro della Sodetà Matematica di Francia; 
prof, di Matematiche spedali nd Liceo St.-Louis, prof, di Ma- 
tematiche e di Meccanica alla Scuola di Belle Arti. — Avenue 
de l'Observatoire, 22 — Paris. 
1887, 4 dicembre. Brambilla Alberto [San Zenone al Po (Prov. di Pavia): 13. 
6. 1858], dottore in Matematica, libero docente in Geometria 
proiettiva nella R. Università di Napoli; prof, nel R. Liceo Vit- 
torio Emanude di Napoli. — R. Liceo Vittorio EmanucU — 
IJapoìi. 
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188a, 5 €d)bnja 
1889, IO maria 

1884, 2 marza 



1897, IO gemiaja 



1898, 14 agosta 

1894, II febbraja 

1897, IO geimajo. 

1889, 13 gennajo. 

1886, 5 dicembre. 



Broglia Emesto [Napoli: 4. i. 1863], ingegnere, dottore io 
Matematica; lìbero docente di Statica grafica ed assbtente alla 
cattedra di Statica grafica nella R. Scuola d*a|>pficaziooc per 
gl'Ingegneri in NapoU. — Via Trimtà degli Spagnoli — NapaU, 

Burali-Forti Cesare [Arezzo: 13. 8. 1861], dottore in Mate- 
matica; prof, nella R. Accademia Militare di Torina — IL Ac- 
cadsmia Militare — > Torino, 

Burgatti Pietro [Cento (Prov. di Ferrara) : 28. 2. 1868], dot- 
are in Matematica, libero docente di Calcolo infinitesimale e 
assbtente alle cattedre di Meccanica razionale e Calcolo infini- 
tesimale nella R Università di Roma — Via Principe Amé- 
diOf 17$ — Rotna. 

Oapelli Alfredo [Milano: 5. 8. 1855], dottore in Matematica, 
sodo ordinario residente della R. Accademia delle Scienze di 
Napoli; sodo residente dell'Accademia Pootaniana di Napoli; 
sodo onorario della R. Accademia di Scienze, Lettere e Belle 
Arti di Palenno; direttore dei GiomaU di MaUmaiicb€; ptoL 
ord. di Algebra complementare ed ine di Analisi soqperioce 
nella R. Università di NapoU — R. Univ$rsità ^ Napoli 

Oarslaw Horatio S. [Helensburgh (Scotland): la. 2. 1870], 
M. A. (Canub), M. A. (Cambridge), D. Sc (Glasgow); Fel- 
low of Emanuel College (Cambridge); member of the Madie- 
matical Sodeties of London and Edinburgh; Senior Assistant 
to üie Professor of Pure Mathematics in üie Universi^ of 
Glasgow, Scotland. — Tbi UnivtrsUy — Glasgow (Scotland), 

Gassani Pietro [Venezia: 4. 6. 1832], dottore in Matenoatica, 

. prof, nel R. Istimto Tecnico Paolo Sarpi di Venezia. — 5. itfiar- 
tino Campo alla Tana^ 2160 — Venezia, 

Castellano Filiberto [Pietra Marazzi (Prov. di Alessandria): 
6. 3. i860], dottore in Matematica; prof nella R Accademia 
Militare di Torino. — R, Accademia Militare — Torino. 

Oastelli Enrico [Livorno; 5. 12. 1869], dottore in Fisica; pro£ 
nel R. Istimto Tecnico di Aquila. — R, Istituto Tecnico — 
Aquila, 

Castelnuovo Guido [Venezia: 14. 8. 1865], dottore in Mate- 
matica, sodo corrispondente della R. Accademia delle Sdenze 
di Torino; prof. ord. di Geometria analitica e projettiva nella 
R. Università di Roma. — Piaxia 5. Pietro in Vincoli, / — 
Roma, 

Oerruti Valentino [Croce Mosso [Prov. di Novara): 14 2. 
1850], uno do XL della Sodetà Italiana delle Sdenze, sodo 
nazionale della R. Accademia dd Lincei, membro dell'Accade- 
mia Imperiale Alemanna Leopoldino-Carolina de' Curiosi della 
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Natura, della Sodetà Matematica di Francia e della Società di 
Scienze Matematiche e Naturali di Cherbourg; membro del 
Consiglio Superiore di P. I.; presidente della Società deg^ In- 
gegneri e degli Architetti Italiani; preside della Facoltà Mate- 
matica e prof. ord. di Meccanica razionale ed ine di Mate- 
matiche superiori nella R. Università di Roma.— Via delle Sette 
Sale, 16 — Roma. 

188^ II marzo. Chizzoni Francesco [San Martino dell'Argine (Prov. di Man- 
tova): IO. 8. 1848], ingegnere; sodo effettivo dell'Accademia 
Gioenia di Caunia^ socio corrispondente dell'Accademia Vir- 
giliana di Mantova; prof. ord. di Geometria analitica e proiet- 
tiva nella R. Università di Modena. — R, Università — Modena. 

1898, IO luglio. Ciani Edgardo [Rocca S. Casdano (Prov. di Firenze) : 7. io. 

1864], dottore in Matematica, libero docente di Geometria 
projettiva ed anafitìca nelle RR. Università di Pisa e di Mes- 
sina; prof, di Matematica nel R. Istimto Tecnico di Milano. — 
Via Lattuada, 12 — Milano, 

18^8, 27 febbraio. Ckmti Alberto [Firenze: 3. 12. 1873], ^ allievo della R. Scuola 
Normale Superiore di Pisa, dottore in Matematica; direttore del 
periodico II Bollettino di Matematiche e di Sciente Fisiche e Na- 
turali; prof, nella Scuola Normale Femminile Anna Morandi 
Manzolini di Bologna. — Via 5. Stefano, lyo, p° a® — Bologna. 

1895, 28 aprile. Cordone Gerolamo [Genova: 3. 11. 1867], dottore in Mate- 

matica, assistente alla cattedra di Algebra e Geometria anali- 
fitica nella R. Università di Genova. — Via Cannato il Curto, 
II f int. j — Genova. 

1896, 5 gennajo. CoBserat Eugène [Amiens (Somme, France): 4. 3. 1866J, ^ 

allievo della Scuola Normale Superiore di Parigi, aggregato 
dell'Università, dottore in Sdcnze Matematiche, associato or- 
dinario dell'Accademia delle Sdenze, Inscrizioni e Lettere di 
Tolosa; membro della Sodetà Matematica di Frauda; prof, di 
Calcolo differenziale ed integrale nell'Università di Tolosa, — 
Rue de Met^, i — Toulouse (Haute-Garonne, France). 

1898, 23 gennajo. Coflserat François [Douai (Nord, France): 26 10. 1852], già 
allievo della Scuola Politecnica di Parigi, ingegnere capo di 
Ponti e Strade; membro della Sodetà Matematica di Francia. — 
Boulevard St.-Germain, 112 — Paris, 

1887, 4 dicembre. Costa Gregorio [Napoli : 29. 5. 1856], ingegnere, dottore in 
Fisica; prof, di Fisica applicata nel R. Istimto Tecnico e prof 
di Fisica sperimentale nel Collegio Militare di Napoli. — Via 
Tribunali, 1^4 — Napoli. 

1887, 20 novembre. Cremona Luigi [Pavia : 7. 12. 1830], senatore del Regno, ex 
Minbtro della P. L; LL. D. Edinb., Foreign F. R. S., Hon. 
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F. C. P. S; presidente della Società Italiana delle Scienze 
(detta dd XL), socio nazionale della R. Accademia dei lincei, 
socio nazionale non residente della R. Accademia delle Scienze 
di Torino, membro effettivo del R. Istituto Lombardo; corri- 
spondente dell'Istituto di Francia (Accademia delle Scienze), 
della Reale Accademia delle Scienze di Berlino e della Impe- 
riale Reale Accademia delle Scienze di Vienna; sodo delle Reali 
Accademie deUe Scienze di Amsterdam, Bologna, Monaco, Na- 
poli, Palermo, e delle Società Reali delle Scienze di Copenhagen, 
Gottinga, Liegi, Praga, delie Società Matematiche di Francia e di 
Praga; corrispondente della Società Filomatica di Parigi; mem- 
bro onorario della Società Matematica di Londra, della Società 
Filosofìca di Cambridge, dell* Associazione Britannica pd pro- 
gresso delle Sdenze; prof, onorario della R. Università di Bo- 
logna; prof. ord. di Geometria superiore nella R. Università di 
Roma; direttore della R. Scuola d'applicazione per gl'Ingegneri 
in Roma. — Piana 5. Pietro in Vincoli, $ — Roma, 

1898, 13 novembre. Daniele Ermenegildo [Chivasso (Prov. di Torino): 13. io. 1875], 
dottore in Mate^natica, assistente alla cattedra di Geometria 
proiettiva e descrittiva nella R. Università di Torino. — Via 
Governolo, 6 — Torino, 

Ï899» Ï5 gennajo. Del Giudice Modestino [Mercagliano (Prindpato Ultra): 13' 
2. 1864J, dottore in Matematica, libero docente di Geometrìa 
analitica ed assistente alle cattedre di Geoiuetria analitica e Geo- 
metria projettiva nella R. Università di Napoli. — Via Rimi- 
ni, ;7 — Napoli, 

1888, 5 febbraio. Della Rocca di CandalGino [NapoE: i. 3. 1848], ingegnere. 
Regio Ispettore Capo deUe Strade Ferrate, aggregato al Comi- 
tato Superiore delle Ferrovie, segretario generale della R. Com- 
missione per l'ordina nento delle Strade Ferrate. — Corso Vit- 
torio EtnanueU, ij4 — Roma, 

1886, 5 dicembre. Del Pezzo Pasquale, duca di Caianello [Berlino: 2. 5. 1859], 

dottore in Diritto e in Matematica, sodo dell'Accademia Pon- 
taniana e della R. Accademia delle Sdenze Finche e Matema- 
tiche di Napoli, sodo corrispondente dd R. Istituto d'Incorag- 
giamento in Napoli; membro ddla Sodetà Matematica di Fran- 
da; prof. ord. di Geometria superiore nella R. Università di 
Napoli. — Piai^ti S, Marcellino, 2 — Napoli. 

1887, 13 febbraio. Del Re Alfonso [Calitri (Prov. di Avellino): 9. 10. 1859], dot- 

tore in Matematica, sodo attuale della R. Accademia di Sden- 
ze, Lettere ed Arti, e della Sodetà dei Naturalisti di Modena; 
sodo ordinario della Sodetà napoletana per la diffusione dellar 
cultura; prof. ord. di Geometrìa descrittiva con disegno nella 
R. Università di Napoli. — R, Università — Napoli. 
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1895, IO marzo. Di Pixro Giovanni, dottore in Matematica. — Fia Buonarroti, 59, 

ini, }4 — Roma, 
1887, 4 diceiibrc. D'Ovidio Enrico [Campobasso: 11. 8. 1843], uno dei XL della 
Società Italiana delle Scienze, sodo nazionale della R. Acca- 
de.nia dei Lincei, sodo residente della R. Accademia delle 
Sdenze di Torino; corrispondente del R. Istituto Lombardo, 
della R. Accademia delle Sdenze di Napoli, sodo dell'Accade- 
mia Pontaniana; sodo onorario dell'Accademia di Sdenze ed 
Arti di Modena; membro delle Sodetà Matematiche di Francia 
e di Praga, preside della Facoltà Matematica e prof. ord. di 
Algebra complementare e Geometria analitica, ed ine. di Ana- 
Usi superiore nella R. Università di Torino. — Corso Oporto, jo — 
Torino. 

1896, 2S gennaio. Dur&n Longa Juan J. [La Coruna (Espana): 17. 6. 1854], 

membro della Sodetà Matematica di Francia e dell'Assoda- 
zione Francese pel progresso delle Sdenze; Director de la Aca- 
demia Preparatoria para Carreras Oviles y Miiitares; Coman- 
dante de Artilleria. — Pla\a de Maria Pita^ 20 — La Coruna 
(Spagna). 

1894, 22 luglio. Enriques Federico [Livorno: 5. i. 1871], dottore in Matema- 

tica, prof, straord. di Geometria proiettiva e descrittiva con 
disegno nella R. Università di Bologna. — Via S. Giuliano, 2 
(Strada Stefano) — Bologna, 

1893, 8 gennajo. Fano Gino [Mantova: 5. i. 187 1], dottore in Matematica, sodo 
effettivo della R. Accademia Virgiliana di Sdenze, Lettere ed 
Arti di Mantova; Ubero docente di Geometria analitica e proiet- 
tiva nella R. Università di Roma; prof, straord. di Algebra 
complementare e Geometrìa analitica nella R. Università di 
Messina. — R. Università — Messina, 

1891, 18 gennajo. Fiorentino Gioacchino [Lercara Friddi (Prov. di Palermo): 9. 
IO. 1864], dottore in Matematica, prof, nel R. Ginnasio di 
Caltanissetta. — R, Gintiasio — CaltanissMta, 

xS99f 14 inaggio. Fisher George E., A. M., dottore in Filosofìa, assbtente alle 
cattedre di Matematiche nell'Università di Pennsylvania.— U«i- 
versity of Pennsylvania, College Hall, Station B — Phüadd- 
phia, Pa, (U. S, A.), 

1890, 5 gennajo. Floridia Giorgio [Modica (Prov. di Siracusa): 25. 7. 1867], 
dottore in Matematica, prof, nel R. Ginnasio di Modica. — 
R. Ginnasio — Modica, 

1887, 4 dicembre. Fouret Georges [Paris: 29. i. 1845], ^ allievo della Scuola 
Politecnica di Parigi, ex-capitano del Genio; membro onorario 
della Sodetà Filomatica di Parigi; già presidente della Sodetà 
d'Incoraggiamento per l'Industria nazionale; membro del Co- 

RmÀ, Ott, U^Um, FttUrmo, t. XIV (1900). — Stampato il 9 aprile 1900. e 
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Î891, 24 mag^o. 



1893, 8 gennajo. 



1886, 24 gennajo. 



1888, 8 gennajo. 



1899, 12 marzo. 



1894, 13 maggio. 



mitato Consultivo delle assicurazioni contro ^ accidenti del 
lavoro; membro della Società degl'Ingegneri civili di Francia e 
dello « Institut des Actuaires français »; membro dell' Associa- 
zione Francese pel progresso deUe Scienze; membro della 
Commissione permanente internazione pel « Repertorio Biblio- 
grafico delle Scienze Matematiche »; esaminatore di ammissione 
e ripetitore di Meccanica nella Scuola Politecnica di Parigi— 
Rue ìVashington, 16 — Paris. 

Galdeano, Don Zod Garda de [Pamplona (Spagna): 5. 7. 1846], 
dottore in Scienze matematiche, licenziato in Filosofìa e Let- 
tere ed in Scienze fìsiche, membro corrispondente della R. Ac- 
cademia delle Scienze matemadche, fìsiche e naturali di Spagna 
e della R. Accadenùa delle Scienze di Lisbona; prof, di Cal- 
colo differenziale ed Integrale nell'Università di Saragozza. — 
CalU del Coso, »° 99, piso j° — Zaragoi^ (Spagna). 

Garibaldi Cesare [Genova: 27. 5. 1865 J, ingegnere, dottore 
in Matematiche, assistente alla cattedra di Calcolo infinitesimale 
nella R. Università di Genova. — Via Balbi, )8 — Genova. 

Giudice Francesco [Codevilla (Prov. di Pavia): i. 3. 1855], in- 
gegnere, dottore in Matematica, libero docente di Algebra com- 
plementare nella R. Università di Genova; prof, nel R. Isti- 
tuto Tecnico di Genova. — R. Istituto Tecnico — Genova. 

Grimaldi Giovan Pietro [Modica (Prov. di Siracusa) : 28. io. 
i860], dottore in Bsica, sodo effettivo e segretario dell'Acca- 
demia Gioenia di Catania; prof. ord. di Fisica sperimentale ed 
ine di un corso di Fisica per i medici ed i farmadsti nella 
R. Università di Catania. — Via Androne, 29 — Catania. 

Gyldén Hans Olof Frederik [Jena (Germania): 7. 11. 1867], 
capitano della R. Marina Svedese, prof, di Astronomia e di 
Navigazione nella R. Scuola navale. — Engdbrektsgatan, io — 
Stockholm (Svezia). 

Halsted George Bruce [Newark (New Jersey, U. S. A): 25. 
II. 1853] [S. P.], A. M. (Princeton); Ph. D. (Johns Hop- 
kins); Ex-Fellow of Princeton College; twice Fellow of Johns 
Hopkins University; Intercollegiate Prizeman; sometime In- 
structor in Post Graduate Mathematics, Princeton College; 
Professor of Mathematics, University of Texas, Austin, Texas; 
member of the American Mathematical Sodety; member of the 
London Mathematical Sodety; member of the Assodation for 
the Improvement of Geometrical Teaching; member of the Ma- 
thematical Assodation; member of the Sodety for the Pro- 
motion of the Engineering Education; membre honoraire du 
Comité Lobatchefsky; Fellow of the American Association for 
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1S991, ^ febbraio. 



1887, 4 dicembre. 



1888, 9 settembre. 



1889, 9 giugno. 



1^7» 5 giugno. 



the Advancement of Science; Mitglied der Deutschen Mathema- 
tiker-Vereimgung; Miembro de la Sociedad Cientiüca « Alzate » 
de Mexico; Socio Corresponsal de la Sociedad de Geografia 
y Estadistica de Mexico; membre perpétuel de la Société Ma- 
thématique de France; President of the Texas Academy of 
Science. — Guadalups Strut, 240J — Austin ( Texas, U. 5. A.). 

Hardcastle Frances [Writde (Inghilterra): 13. 8. 18663, Ma- 
them. Tripos, Cambridge; member of the London Mathemati- 
cal Society, member of the American Matheinatical Society. — 
Huntingdon Road, 14 — Cambridge (England), 

Humbert Georges [Paris: 7. i. 1859J [S. P.], già allievo 
della Scuola Politecnica di Parigi, ingegnere delie Mine, dot- 
tore in Scienze matematiche, membro titolare della Società 
Filomatica di Parigi, membro della Società Matematica di 
Francia; membro della Commissione permanente intemazionale 
pd « Repertorio Bibliografico delle Scienze Matematiche »; pro- 
fessore di Analisi alla Scuola Politecnica di Parigi — Rue 
Daubigny, io — Paris, 

Jadanza Kicode.no [Campolattaro (Prov. di Benevento) : 14. 
IO. 1847J, dottore in Matematica, socio residente della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino, socio corrispondente dell'Ac- 
cademia Ponuniana di Napoli; prof. ord. di Geodesia teore- 
tica nella R. Università di Torino; prof, straord. di Geometria 
pratica nella R. Scuola d'Applicazione per gli Ingegneri in 
Torino. — R, Università — Torino. 

Jordan Cantillo [Lyon: 5. i. 1838] [S. P.], membro dell'Isti- 
tuto di Francia (Accademia delle Scienze, sezione di Geome- 
tria), socio straniero della R. Accademia dei Lincei, corrispon- 
dente dei R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, membro 
della Società Filomatica di Parigi, delia Società Matematica 
di Francia, dell'Associazione Francese pei progresso delle Sdenze; 
niembro onorario della Società sdentifìca di Atene; ingegnere 
capo delie Mine; direttore del Journal de Mathématiques pures 
et appliquées; prof, di Matematiche al Collegio di Francia; 
prof, di Analisi alla Scuola Politecnica di Parigi — Rue de 
Far enne, 4S — Paris. 

Jung Giuseppe [Milano: 16. 3. 1845], dottore in Matematica, 
membro effettivo del R. Istituto Lombardo di Sdenze e Let- 
tere, membro della Sodetà Matematica di Franda, membro 
onorario dell'Associazione Britannica pel progresso delie Sdenze; 
prof. ord. di Statica grafica e Geometria projettiva nel R. Isti- 
tuto Tecnico Superiore di Milano. — Via Borgonuovo, 9 — 
Muano» 



XX 



ELENCO DEI SOCI (NON RESIDENTI). 



DATA DELLA NOMINA. 

1892, 24 gennajo. Kerbedz, M.rae Eugénie dt. ^Kouinùtschnoì, 14 — Si.-Pitars- 

bourg (Russie). 

1889» IO novembre. Krause Martin Johann [Wiidknit (Ostpreussen) : 29.6. 185 1], 
dottore in Filosofìa, membro della Società Reale delle Scienze 
di Lipsia; prof. ord. nel Politecnico di Dresda. — Kònigì. Sachs. 
Technischen Hochschule — Dresden (ßtrmania). 

1891, 24 maggio. Laisant Charies Ange [Basse-Indre, Loire Inférieure (Fran- 
ce): I. II. 1841], già allievo della Scuola Politecnica di Pa- 
rigi, dottore in Scienze matematiche, membro delia Socetà 
Filomatica di Parigi e della Società Matematica di Francia, 
membro corrispondente delle RR. Accademie di Sdenze di 
Lisbona e di Madrid, dell'Istituto di Coimbra, della Società 
di Scienze fìsiche e naturali di Bordeaux, della R. Accademia 
di Scienze, Lettere ed Arti di Padova, dell'Istituto Nazionale 
di Ginevra; già presidente delle due prime sezioni deli* Asso- 
ciazione Francese pel progresso delle Scienze e della Società 
Matematica di Francia; segretario della Commissione perina- 
nente intemazionale pel « Repertorio Bibliografico delle Scienze 
Matematiche »; direttore delle Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques e à€^ Intermédiaire des Mathématiciens; esaminatore d'am- 
missione e ripetitore di Meccanica alla Scuola Politecnica di 
Parigi. — Avenue Victor Hugo, 162 — Paris. 

1893, 26 febbraio. Lauricella Giuseppe [Girgentì: 15. 12. 1867], dottore in Ma- 

tematica, libero docente di Fisica matematica nella R. Univer- 
sità di Pisa; sodo effettivo dell'Accademia Gioenia di Catania; 
prof, straord. di Calcolo infinitesimale ed ine di Meccanica su- 
periore nella R. Università di Catania. — Via Grotte Bian^ 
che, 7, p^ 2. — Catania. 

1900, 25 febbraio. Lebon Désiré Ernest [Audigny, Aisne (France): 25. 8. 1846], 
aggregato di Matematiche; membro dell'Alleanza Francese per 
la propagazione della Lingua Francese nelle Colonie ed all'E- 
stero, della Sodetà degli Amid dell'Università di Parigi, della 
Sodetà astronomica di Francia, della R. Sodetà astronomica 
di Londra; già prof, supplente di Geometria descrittiva al Con- 
servatorio di Arti e Mestieri di Pari^; prof, di Matematiche 
nel Liceo Carlomagno di Parigi; correttore per l'ammissione 
alla Scuola Militare ed esaminatore per il Baccalaureato Moderno 
alla Sorbona. — Rue des Écoles, 4^*' — Paris. 

1898, 8 maggio. Levi Beppo [Torino: 14. 5. 1875], dottore in Matematica.— 
Via Pastrengo^ 12 — Torino. 

1895, 24 febbrajo. Levi-Civita Tullio [Padova : 29. 3. 1873], dottore in Mate- 
tica, prof, straord. di Meccanica razionale ed ine di Meccanica 
superiore nella R. Università di Padova. — Via S, Gaetano — 
Padova, 
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1896, 27 dicembre. Lo Monaco Aprile Luigi [Palermo: 4. 4. 1875], dottore in 
Matematica, prof, nel R. Ginnasio di Avellino.— /{. Ginnasio — 
Avellino, 

1887, 4 dicembre. Loria Gino [Mantova : 19. 5. 1862], dottore in Mate natica, 

sodo corrispondente della R. Accademia di Scienze, Lettere ed 
Arti di Modena, dell'Accademia Pontaniana di Napoli e della 
R. Società Boexna delle Scienze; membro dell'« Association for 
the Liiprovement of Geometrical Teaching»; corrispondente 
della R. Accadentia Virgiliana dì Sdenze, Lettere ed Arti di 
Mantova e della Società sdentifìca « Antonio Alzate » del Mes- 
sco; membro della Deutsche Mathematiker- Vereinigung; di- 
rettore del Bollettino di Bibliografia e Storia tUlh Sciente mo" 
tematiche; prof. ord. di Geometria superiore ed ine di Geometria 
descrittiva nella R. Università di Genova. — Passo Caßaro, 1 — 
Genova, 

1899, 15 gennajo. Lovett Edgard O., M. A., Ph. D. (Virginia, Ldpzig); Member 
of the London Mathematical Sodety, Mitg^ed der Deutschen 
Mathematiker-Verdnigung; Assistant Professor of Mathematics 
in the University of Princeton. — University of Princeton — 
Princeton (New Jersey, U, S. A,), 

1894, 23 dicembre. Macfkrlane Alexander [Blairgowrie (Scotiand): 21. 4. 1851], 
dottore in Sdenze Matematiche e Fbiche, dottore onorario 
dell'Università dd Michigan, sodo della Sodetà Reale di Edim- 
burgo, membro dd Consig^o direttivo dell'Istituto degli Inge- 
gneri dettricisti in America, corrispondente della Sodetà sdenti- 
fica « Antonio Akate » dd Messico; segretario generale della 
«International Sodety for the promotion of Quaternions and 
allied Mathematics»; prof, di Fisica matematica nella «Lehigh 
University » di South Bethlehem, — Gowrie Grove — Chatham 
(Ontario, Canada). 

1890, 23 marzo. Bfacri Vincenzo, ingegnere. — Casteltermini (Prov, di Gir genti). 

1894, 14 gennajo. Mancini Emesto, ingegnere.— Via Lungara, 10^ Roma. 

1888, 13 mag^^o. Bfarcolongo Roberto [Roma: 23. 8. 1862], dottore in Mate- 

matica, libero docente di Meccanica rarionale nella R. Univer- 
sità di Roma; prof. ord. di Meccanica razionale ed ine di Fi- 
sica matematica neUa R. Università di Messina. — R. Univer- 
sità — Messina, 
1897, 14 novembre. Blartin Artemas [Steuben Co. (New York, U. S. A.): 3. 8. 
1835], M. A., Ph. D., LL. D.; Member of the London Ma- 
thematical Sodety; Membre de la Sodété Mathématique de 
France; Member of the Edinburgh Mathematical Sodety; Mem- 
ber of the Mathematical Association, England; Mitg^ed der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung; Member of the American 



XXII 



BWfCO DSI $OCI (non RBSIDBNTI> 



DATA DELLA NOMINA. 

Mathematical Society; Member of the Philosophical Society of 
Washington; Fellow of the American Association for the Ad- 
vancement of Science; Editor and publisher of the Mathema- 
tical Visitor; Editor and publisher of the Mathematical Maga- 
Xifu. — U. S. Coast and Geodetic Survey Offiu — Washington 
{District of Columbia^ U. S. A,). 

1886, 24 gennajo. Martinetti Vittorio [Mantova: 11. 8. 1859], <iottore in Ma- 

tematica, sodo ordinario della R. Accademia Peloritana di 
Scienze, Lettere e Belle Arti di Messina, corrbpondente della 
R. Accademia Virgiliana di Scienze, Lettere e BeUe Arti di 
Mantova e dell'Accademia Gioenia di Catania; preside della 
Facoltà Matematica e prof. ord. di Geometria projettiva e de- 
scrittiva con disegno ed ine di Geometrìa superiore nella R. 
Università di Messina. — R. Università — Messina, 
1899, 9 luglio. Martone Michele [Napoli : 18. 8. 185 ij, prof, di Matematica nd 

R. Istituto Tecnico di Messina. — Fermo in posta — Messina. 

1887, 13 febbrajo. Bfasoni Udalrìgo [Napoli: 11. 7. i860], dottore in Matematica, 

ingegnere; sodo ordinario residente dell'Accademia Pontaniana; 
sodo ordinario residente dd R. Istituto d'Incoraggiamento di 
Napoli; sodo nazionale corrispondente della R. Accademia ddie 
Sdenze Fisiche e Matematiche di Napoli; libero docente di Mec- 
canica razionale nella R. Università; prof. ord. di Idraulica teo- 
retica e pratica e direttore dd relativo Galnnetto nella R. Scuola 
d'applicazione per ^'Ingegneri in Napoli. — 5. Potilo, 4^ -^ 
'Napoli, 

1895, 24 novembre. Massarini Sig.na Iginia, dottoressa in Matematica, tit di Ma- 
tematica nella Scuola Tecnica Femminile Marianna Dionigi ed 
ine. di Matematica nd Ginnasio E. Q. Visconti (Sezioni fem- 
nili) di Roma. — Via Nazionale, iß8 — Roma, 

1898, 27 marzo. Medolaghi Paolo [Firenze: 24. 11. 1873], dottore in Matema- 

tica. — Via Manin, 69 — Roma, 

1888, IO giugno. Merla9i Adolfo [Bologna: 31. 7. 1856J, dottore in Matema- 

tica, assistente alla cattedra di Calcolo infinitesimale nella R. 
Università di Bologna. — Via Indipendenza, 19 — Bologna. 
1888, 13 maggio. Mittag-I^efiQer Gösta [Stoccolma (Svezia): 16. 3. 1846J, dot- 
tore in Filosofia nell'Università di Upsala, dottore (honoris causa) 
in Matematica nell'Università di Bologna, dottore onorario « of 
Civil Law» nell'Università di Oxford, dottore onorario in 
Sdenze nell'Università di Cambridge; membro dell'Accademia 
Reale ddle Sdenze di Svezia, delia Sodetà Reale delle Sdenze 
di Upsala, della Sodetà Reale delle Scienze di Norvegia, della 
Sodetà Reale delle Sdenze di Copenaghen, della Sodetà ddle 
Scienze di Finlandia, della Videnskabs-Selskabet i Chiistiauia, 
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1888, 13 maggio. 



1889, 27 gennajo. 



1899, 12 febbrajo. 



1887, 4 dkeinbre. 



1888, 8 gemujo. 
1895, IO marzo. 



1891, 25 gemiajo. 



dell'Accademia Imperiale Alemanna Leopoldino-<3aroIina de' 
Curiosi della Natura, della Società Matematica di Francia, deUa 
Società Astronomica di Lipsia; membro onorario della Società 
FUosofìca di Cambridge, della Soderà Filosofica e Letteraria di 
Manchester, delle Sodetà Matematiche di Londra, di Mosca, di 
Pietroburgo e della Nederlandsch Wiskundig Genootschap di 
Amsterdam; sodo corrispondente ddla Sodetà Reale delle 
Sdenze di Gottinga e della Sodetà Reale delle Sdenze di Liegi, 
dell' Associazione Britannica pd progresso delie Sdenze, dell'Ac- 
cademia Pontaniana di Napoli, dell'Accademia Imperiale delle 
Scienze di Pietroburgo, della R. Accademia delle Sdenze di 
Torino, dell'Istimto di Frauda (Accademia delle Scienze); sodo 
straniero della Kong. Danske Videnskabems Sekkab, della So- 
detà Reale di Londra, della R. Accademia dd Lined; redattore 
capo degii Acta Mathematica; prof. ord. di Analisi superiore 
nella Università di Stoccolma. — Djurshoìm pris Stockholm 
(^Sve^ia). 

Montesano Domenico [Potenza (Prov. di Basilicata): 22. 15. 
1865], dottore in Matematica; sodo residente dell'Accademia 
Pontaniana di Napoli; prof. ord. di Geometria projettiva nella 
R. Università di Napoli. — Via Duomo, }6 — Napoli. 

Moore Eliakim Hastings [Marietta (Ohio, U. S. A.) : 26. i. 
1862], dottore in Filosofìa, dottore onorario in Filosofìa nd- 
l'Università di Gottinga; membro della Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung, della Sodetà Matematica di Londra e della Sodetà 
Matematica Americana; prof, di Matematiche nell'Università di 
Chicago. — The University of Chicago {Illinois, U. S. A,), 

Morale Michele [Bagni Cannicattini (Prov. di Siracusa) : 21. 
7. 1874], dottore in Matematica. — Bagni Cannicattini {Prov, 
di Siracusa), 

Morera Giacinto [Novara: 18. 7. 18563, dottore in Matema- 
tica; sodo corrispondente della R. Accademia dd Lined; ret- 
töte, prof. ord. di Meccanica razionale ed ine. di Fisica mate- 
matica nella R. Università di Genova.— Ä. Università-^Genova. 

Murer Vittorio [Como : 12. 7. i860], dottore in Matematica, 
prof, nd R. Liceo di Alessandria. — R, Liceo — Alessandria, 

Neppi Modena Angeb [Cento (Prov. di Ferrara): 15. io. 
1862], ingegnere dvile, dottore in Matematica, prof, nd R. Isti- 
tuto Tecnico di Ancona. — R, Istituto Tunico — Ancona, 

Paci Paolo [Amegfia (Prov di Genova): 13. 5. 1847], dot- 
tore in Matematica, dottore aggregato della R. Università di 
Genova; prof, nella R. Scuola Superiore di Applicazione per 
g^ Studi Commerdali e nd R. Liceo Colombo di Genova.— 
R. LÌC40 Colombo — Genova. 
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1895, 28 aprile. Painlevé Paul [Paris: 5. 12. 1863], g^^ allievo della Scuola 

Normale Superiore di Pari^ dottore in Scienze; prof, aggiunto 
nella Facoltà delle Scienze di Parigi — Rue de Rennes, 99 — Paris, 

1899, 24 dicembre. Pascal Emesto [Napoli: 7 2. 1865], dottore in Matematica, 
sodo corrispondente del R. Istituto Lombardo di Scienze e 
Lettere, sodo corrispondente dell'Accademia Pontaniana di 
Napoli; membro della R. Accademia delle Sdenze di Praga; 
ubero docente nelle RR. Università di Pisa e di Napoli; prof, 
ord. di Calcolo infinitésimale ed ine di Analisi superiore nella 
R. Università di Pavia. — R, Università — Pavia, 

1888, 8 aprile. Paterno di Sessa Emanuele [Palermo : 12. 12. 1847], sena- 

tore del Regno, già sindaco di Palermo; membro del Consig^o 
superiore di Pubblica Istruzione; uno dd XL della Sodetà Ita- 
liana delle Sdenze, sodo narionale della R Accade nia dd 
lincei, sodo attivo della R. Accademia di Sdenze, Lettere e 
Belle Arti di Palermo, corrispondente delle Reali Accademie 
delle Sdenze di Napoli, di Torino, dd R. Istituto Lonbardo 
di Sdenze e Lettere, del R. Istituto Veneto di Sdenze, Lettere 
ed Arti, della R. Accadeinia Gioenia di Catania, dell'Accade- 
mia Pdoritana di Messina, della Sodetà Sdentifìca Argentina; 
membro onorario della Sodetà di Sdenze fìsiche di Bukhaxest; 
membro della Sodetà Chimica di Berìino e della Sodetà dì 
Sdenze Naturali ed Economiche di Palermof dottore onorario 
dell'Università di Erlangen; prof, onorario della R. Università 
di Palermo; direttore della GaxX'^tUi Chimica Italiana; prof. ord. 
di Applicazioni della Chimica ed ine di Chimica analitica nella 
R. Università di Roma. — Via Na^ionaU, i) — Roma, 

1887, 4 dicembre. Peano Giuseppe [Cuneo : 27. 8. 1858], dottore in Matematica, 
sodo reridente della R. Accademia delle Sdenze di Torino; 
membro della Sodetà sdentifìca « Antonio Alzate » dd Mes- 
sico; direttore della Rivista di Matematica; prof. ord. di Calr 
colo infìnitesimale nella R. Università di Torino; prof, di Cal- 
colo infìnitesimale nella R. Accademia Multare di Torino. — 
R. Università — Torino, 

1890, 14 dicembre. Pennacohietti Giovanni [Arcevia (Prov. di Ancona): 25. 7. 
1854], dottore in Sdenze Fisico-Matematiche, membro effetlivo 
dell'Accademia Gioenia di Catania, membro della Sodetà Ita- 
liana di Fisica; prof. ord. di Meccanica rarionale ed ine. di 
Fisica matematica nella R. Università di Catania. — R. Univer^ 
sita — Catania. 

1898, 12 giugno. Perna Alfredo [Napoli: 21 9. 1873], dottore in Mateaiatica, 
prof, ndla R. Scuola Normale di Lecce.-- Discesa Sanità, 12— 
Napoli. 
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1897, IO gennaio. Petrovich Michele [Belgrado (Serbia): 6. 5. i868], già aUievo 
della Scuola Normale Superiore di Parigi, licenziato in Scienze 
Fisiche, dottore in Scienze mate;natiche; membro corrispon- 
dente dell'Accademia Reale di Belgrado, dell'Accademia delle 
Scienze di Agram e della Società Matematica di Francia; prof, 
di Matematiche nella Facoltà delle Scienze di Belgrado. — 
Kossantch^Venac, 26 — Belgrado (Serbia). 

1890, 13 aprile. Picard Émile [Paris: 24. 7. 1856], dottore in Sdenze mate- 

matiche; membro dell'Istituto di Francia (Accademia delle Scienze, 
sezione di Geometria); corrispondente delle Accademie delle 
Scienze di Atene, Berlino, Bologna, Copenaghen, Pietroburgo, 
e Torino, e della Società Reale delle Scienze di Gottinga, della 
Società Reale deUe Scienze di Upsala; membro onorario della 
Società Matematica di Londra; membro e già presidente della 
Società Matematica di Francia; prof, di Analisi superiore nel- 
l'Università di Parigi; prof, di Meccanica generale nella Scuola 
Centrale delle Arti e Manifatture di Pari^.— Ä«« Souffilot, 15 — 
Paris. 

1889, IO marzo. Pieri Mario [Lucca : 22. 6. i860], dottore in Matematica, sodo 
corrispondente della R. Accademia Lucchese di Sdenze, Lettere 
ed Arti; libero docente di Geometria projettiva nella R. Uni- 
versità di Torino, prof, straord. di Geometria projettiva e de- 
* scrittiva ed ine. di (}eometria superiore nelk R. Università di 

Catania — R. Università — Catania. 

1888, II marzo. Pincherle Salvatore [Trieste: n. 3. 1853], dottore in Mate- 

matica, accademico benedettino della R. Accademia delle Sdenze 
dell'Istituto di Bologna; corrispondente della R. Accademia dei 
Lincei e del R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere; prof, 
ord di Algebra e (reometria analitica ed ine. di Matematiche 
superiori nella R. Università di Bologna. — R. Università — 
Bologna. 

1889, 24 febbrajo. Pittarelli (Hulio [Campochia^o (Prov. di Molise): 2. 2. 1852], 

ingegnere, dottore in Matematica, sodo corrispondente dell'Ac- 
cademia Pontaniana di Napoli; prof. ord. di Geometria de- 
scrittiva con disegno nella R. Università di Roma e di Appli- 
cazioni di Geometria descrittiva nella R. Scuola d'applicarione 
per gl'Ingegneri in Roma; ine. delle conferenze alla Scuola di 
Magistero per la Matematica.— Pia^^a 5. Pietro in Vincoli, ;— 
Roma, 
1887, 4 dicembre. Piuma marchese Carlo Maria [Genova : 26. 9. 1837], prof. ord. 
di Calcolo infinitesimale nella R. Università di (ìenova. — Via 
S. Sebastiano, 6 — Genova. 

1890, 23 marzo. Poincaré Henri [Nancy (France): 29 4. 1854], membro del- 

Rmd. Cirt. hUUm. PmUrwM, t. XIV (1900). — Sumpato il 10 aprile 1900. d 
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1894, 13 maggio. 
1888, 14 ottobre. 

1898, 26 giugno. 

1890, 12 gennaio. 

1887, 27 febbrajo. 
1894, 23 dtcetnbre. 



1887, 13 febbrajo. 
1898, 13 febbrajo. 

1898, 24 aprile. 

1888, II marzo. 



ristituto di Francia ^Accademia delle Scienze, sezione di Geo- 
metrìa), sodo straniero della R. Accademia dei Lincei, membro 
e già presidente della Società Matematica di Francia, membro 
dell* Associazione Francese pel progresso delle Scienze, etc; 
presidente della Commissione permanente intemazionale pel 
« Repertorio Inbliografìco delle Scienze Matematiche »; ^ al- 
lievo della Scuola Politecnica; dottore in Scienze matematiche; 
ingegnere delle Mine; membro del «Bureau des Lon^tudes»; 
professore di Meccanica celeste nell'Università di Parigi —A«« 
Claude-Bernard, 6^ — Paris. 

Poroelli Onofrio, preside del R. Istituto Tecnico di Bari. — 
R, Istituto Tunico — Bari, 

Previtera Carmelo [Linguaglossa (Prov. di Catania): 28. 3. 
1868J, ingegnere, dottore in Matematica, membro della Sodeti 
Meteorologica Italiana. — Linguaglossa (Prov. di Catania), 

Puglisi Mattia [Messina: 6. 4. 187 1], dottore in Matematica, 
prof di Matematica nel R. Ginnasio di Cefalù.— Ä. Ginnasio — 
Cefalù. 

Reina Vincenzo [Como : 22. 11. 1862], dottore in Matematica, 
prof, straord. di Geodesia e Geometria pratica neUa R. Scuola 
d'applicazione per gl'Ingegneri in Roma. — Pia^Xf^ S. Pietro in 
Vincoli, j — Roma. 

Retali Virginio [Mardana Marina (Prov. di Livorno): 24. 11. 
1853], dottore in Matematica, prof nel R. Liceo C. Beccaria di 
Milano. — R. Liceo C. Beccaria — Milano. 

Ricci Gregorio [Lugo (Prov di Ravenna): 12 i. 1853], dot- 
tore in Sdenze Fisico-Matematiche, membro effettivo del R. 
Istituto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti; prof. ord. di Al- 
gebra complementare ed ine di Fisica Matematica nella R. 
Università di Padova. — Pia^xfi Vittorio Emanuele II, 26}^ — 
Padova. 

Rindi Sdpione [Lucca : 29. io. 1859], dottore in Matematica, 
prof, nel R. Liceo Machiavelli in Lucca. — Via Elisa, 14 — 
Lucca. 

Ronco Nino Emilio [Genova: 27. 11. 1865], ingegnere, dottore 
in Matematica; assistente alla cattedra di Geometria projettiva 
nella R. Università di (xenova; prof, di Idraulica e Macchine 
idrauliche nella Scuola Superiore Navale di (knova. — Via 
Roma, IO — Genova. 

Rudio Ferdinando [Wiesbaden (Germania): 2. 8. 1856], dot- 
tore in Filosofìa, prof ord nella Scuola Politecnica di Zurìgo. — 
Feldeggstrasse, 64 — Zurich {Svi^%era). 

Ruffini Ferdinando Paolo [Reggio Emilia : i. 4. 1823], inge- 
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i838, 26 agosto. 

1889, 28 aprile. 

1887, 4 dicembre. 

1888, 13 maggio. 



1899, 14 maggio. 



1898, 9 gemiajo. 



18879 27 lu^. 



1898, )o geonajo. 



gnere, dottore in Scienze; sodo benedettino della R. Accade- 
mia delle Scienze dell'Istituto di Bologna; sodo permanente 
della R. Accademia di Sdenze, Lettere ed Arti di Modena; 
sodo corrispondente della R. Accademia di Sdenze, Lettere ed 
Arti di Padova e del R. Istimto Veneto di Sdenze, Lettere ed 
Arr; prof, emerito della R. Università di Bologna. — R, Uni- 
versità — Bologna, 

Russo Giovanni [Catanzaro: i. 9. 185 1], prof, di Matematica 
nell'Istituto Tecnico pareggiato e nella Scuola Tecmca pareg- 
giata di Catanzaro. — Via Scalfaro, palagio Pugliese, 1° p^ — 
Catanzaro. 

Sadun Elda [Pitigliano (Prov. di Grosseto) : 29. i. 1858], dot- 
tore in Matematica, prof, nel R. Istituto Tecnico. — R. Istituto 
Tunica — Roma. 

Salvatore-Dino Kicola, sodo residente dell'Accademia Ponta- 
niana di Napoli, corrispondente ddla R. Accademia delle Sdenze 
di Napoli; prof. ord. di Geometria analitica nella R. Università 
di Napoli — Via Duomo, jj — Napoli, 

Schlegel Victor [Frankfun %: 4. 3. 1843J, dottore in Filosofia, 
membro dell'Accademia Imperiale Alemaima Leopoldino-Ca- 
rolina de' Curiosi della Natura, della Sodetà Matematica di 
Francia e della Sodetà Matematica Americana; prof, nella Reale 
« höhere MaschinenbaurSchule ». — Königliche höhere Maschi^ 
nenbau'Schule — Hagen *|^ (^Germania). 

Ekhwatt Isaac J. [18. 6. 1867], dottore in Filosofia, membro 
della Deutsche Mathematiker-Vereinigung, assistente alle cat- 
tedre di Matematiche nella Università di Pennsylvania. — 
University of Pennsylvania, College Hall, Station B — Philan 
delpbia, Pa. (U S, A,). 

Scott Charlotte Angas [Lincob (England): 8. 6. 1858], D. 
Se (London); Member of the London Mathematical Sodety; 
Member of the American Mathematical Sodety; Honorary 
Member of the Amsterdam Mathematical Sodety; Professor of 
Mathematics in Bryn Mawr College.— 5r^n Mawr College — 
Bryn Mawr (Pennsylvania, U. S, A,). 

Segre Corrado [Saluzzo (Prov. di Cuneo): 20. 8. 1863], dot- 
tore in Matematica; uno dei XL della Sodetà Italiana deUe 
Sdenze; sodo residente della R. Accademia delle Sdenze di 
Torino; corrispondente della R. Accademia dd Lined e dd 
R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere; prof. ord. di Geo- 
metrìa superiore nella R. Università di Torino. — Corso Vit^ 
torio Emanuele, 8^ — Torino, 

Severini Carlo [Arcevia (Prov. di Ancona): 9. 4. 1872], dot- 
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1894, 18 gennajo. 



1894, II marzo. 



1886, 4 aprile. 
1895, 13 gennaio. 

1887, 4 dicembre. 

1897, 14 febbrajo. 

1899, 15 gennajo. 

1894, n marzo. 
1893, 9 lugKo. 

1899, 22 gennajo. 



tore in Matematica; prof, nel R. Istituto Tecnico di Spezia. — 
Via Roma, 7, int. 5 — Spezia, 
Somigliana Carlo [Como: 20. 9. 1860J, dottore in Matema- 
tica, sodo corrispondente della R. Accademia dei Lincei; sodo 
corrispondente del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere; 
prof. ord. di Fisica Matematica nella R. Unìversiti di Pavia. — 
R. Univ^sità. — Pavia. 
Studnikoka Franz Josef [Janov bd Sobèslav in Böhmen : 27. 
6. 1836], dottore in Filosofìa, membro ordinario della Reale 
Sodetà Boema delle Sdenze e della Imperiale Accademia Fran- 
cesco Giuseppe delle Sdenze in Praga; corrispondente ddQ* Ac- 
cademia delle Sdenze di Agram e ddla Sodeti Reale ddle 
Sdenze di Liegi; membro onorario del Qub di Scienze Natu- 
rali e della Sodetà Geografica di Praga; protettore della Sodetà 
Matematica Boema; prof. ord. nella I. R. Universiti Boema <fi 
Praga. — Böhmische Universität — Prag (Boemûi), 
Taschetti Giuseppe [Licata (Prov. di Girgenti): 9. i. 1852], 
prof, nel R. Ginnasio G. B. Yico. -^ S, Mandato, $0 — Napoli 
Terzi Marchese Gabriele [Bergamo : 17. 2, 1857], Tenente 
Colonnello di Stato Maggiore, Capo di Stato Maggioie deUa 
Divisione Militare di Brescia. — Paiamo Ter^i — Bergamo. 
Tonelli Alberto [Lucca : 25. 12. 1849], dottore in Matematica, 
corrispondente della Sodetà di Sdenze Naturali ed Economi- 
che di Palermo; prof. ord. di Calcolo infinitesimale ed ine di 
Algebra complementare nella R. Università di Roma. — Pìa^^a 
5. Pietro in Vincoli, ; — Roma, 
Traverso Nicolò [Savona (Provincia di Genova): 5. 7. 1872], 
dottore in Matematica; prof, nd R Liceo di Alba. — R. Li- 
ceo — Alba {Prov, di Cuneo). 
Vacca Giovanni [Genova: 18. li. 1872], dottore in Matema- 
tica, assistente alla cattedra di Calcolo infinitesimale nella R. 
Università di Torino. — Corso Vittorio Emanuele^ 29 — Torino, 
Vailati Giovanni, dottore in Matematica, prof, nd R. Liceo di 

Siracusa. — R. Liceo — Siracusa. 
Valeri Demetrio [Codogno (Prov. di Milano): 22. 12. 1848], 
ingegnere, libero docente di Geometria projettiva nd R. Istituto 
Tecnico Superiore di Milano; R. Provveditore agli Studi in 
Chicti. — Chieti. 
Vassilief Alessandro [Kasan: 5. 7. 1853], dottore in Matema- 
tica, sodo delle Sodetà Matematiche di Kharkow, Kiew e di 
Mosca; sodo perpetuo della Sodetà de^ Amid deUe Sdenze 
Naturali, di Antropologia e di Etnografia in Mosca; membro 
onorario della Sodetà di Sdenze Fisiche e NaturaH di Boi^ 
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1896, 37 dkembre. 



1S88, II mano. 



1896, 27 dicembre. 
1887, 18 dicembre. 

1887, 4 dicembre. 



1891, 14 pugno. 



1898, 27 febbrajo. 



deaux, dell'Istituto 19 Settembre in Ltsixma e della Società sden- 
tifìca di Nijnii-Novgorod; membro della Società Matematica di 
Francia e della Deutsche Mathematiker-Vereinigung; presidente 
della Società Fisico-Matematica di Kasan; prof. ord. di Mate- 
tiche nell'Università Imperiale di Kasan. — Kasan (Russia). 

Verde Felice [Genova : 30 9. 1852], ingegnere, capitano di 
Corvetta, direttore dell'Ufficio Idrografico della R. Marina del 
1° Dipartimento. — Ußcio Idrografico delia R, Marina del 
i^ Dipartimento — Spezia, 

Veronese Giuseppe [Chioggia (Prov di Venezia): 7. 5. 1854], 
dottore in Matematica; deputato al Pailamento; uno dei XL 
della Società Italiana delle Scienze; membro effettivo del R. 
Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti; sodo ord. della 
R. Accademia di Padova e dello Ateneo Veneto; sodo nazio- 
nale della R. Accademia dei Lincei; prof. ord. di Geometria 
analitica ed ine. di Geometria superiore nella R. Università di 
Padova. — R, Università — Padova, 

Viterbi Adolfo [Mantova : 27. 9. 1873], dottore in Matematica.— 
Piax^yi 5. Teresa, i — Mantova. 

Vivant! Giulio [Mantova: 24. 5. 1859], ingegnere, dottore in 
Matematica; sodo della R. Accademia Virgiliana di Mantova e 
della R. Accademia Peloritana di Messina; prof, straord. di 
Calcolo infinitesimale ed ine di Analisi superiore nella R. Uni- 
versità di Messina. — R. Università — Messina. 

Volterra Vito [Ancona : 3. 5. i860], dottore in Fisica; uno 
dd XL della Sodetà Italiana delle Sdenze, sodo residente 
della R. Accademia delle Sdenze di Torino, sodo nazionale 
della R. Accademia dei Lined, sodo corrispondente della R. 
Accademia delle Sdenze dell'Istituto di Bologna, sodo corri- 
spondente dell'Accademia Gioenia di Catania; prof. ord. di Mec- 
canica razionale ed ine. di Meccanica superiore nella R. Uni- 
versità di Torino. — Via S. Quintino, 4$ — Torino. 

Vries, Jan de [Amsterdam (Olanda): i. 3. 1858], dottore in 
Sdenze matematiche e fisiche, membro della R. Accademia di 
Sdenze di Olanda, della Sodetà Matematica di Amsterdam, 
della Sodetà provinciale di Belle Arti e Sdenze di Utrecht, della 
Deutsche Mathematiker-Vereinigung; redattore delle Wiskun" 
dige Opgaven e della Revue semestrielle des Puhhlications ma- 
thématiques; prof. ord. di Geometrìa analitica, di Geo.-netrìa 
proiettiva, di Geometria descrittiva e di Geometria differen- 
ziale nell'Università di Utrecht — Maliebaan, 4) A --- Utrecht 
{Olanda). 

Weber, Eduard Ritter von [Monaco di Baviera : 12. 5. 1870], 
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dottore in Fibsofii, libero docente di Matematica neQa R Uni- 
versità di Monaco di Baviera. — Kàmigimstrasu, s — München 
(Bavièra, Germania), 
1893, 26 maria Zanotti-Bianco Ottavio [Pinerdo (Prov di Torino): 15. 9. 
1852], ingegnere, sodo corrispondente deH' Accademia Proper- 
nana del Subasio in Assisi, sodo onorario della Sodetà Me- 
teorologica Italiana, membro della Sede Centrak del Qub Al- 
pino Itafiano; libero docente di Geodesia teoretica nella R. Uni- 
versità di Torino. — Via della Rocca^ 28 — Tarino. 
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MODfflCAZIONI INTERVENUTE DOPO IL io LUGLIO 1898. 

[Cfr. r « Annuarìo » del 1898, ovvero ü t. Xu dei « Rendiconti », 
pane prima, pp. vu-xxx]. 



Soci nuovi. 



Almansi, Angelitti, Baraok, Bourlet, Calapso, Cassani, Daniele, Del 
Giudice, Fazzari, Fisher, Guggino, Guerra, Gyldén, Hardcastle, 
Lebon, Lovett, Lugaro, IMartone, Morale, Pascal, Schwatt, Ta- 
gliarìni, Vacca, VaasiUeE 



Soci defunti. 
Beltrami, Bucca, Fileti, Gugliuzzo. 



DlMISSIONARL 



Bassani, Bettazzi, Cassarà, Cavallaro, D'Arone, La Motta di S. Sil- 
vestro, Mattina, Rotigliano, Salemi-Pace, Sfbrza, Spanò, Spelta, 
Van&6ek, VisallL 

Soci perpetui. 
Guccia, Halsted, Humbert, Jordan. 



Movimento nel numero dei Soci. 

Sod al io luglio 1898 (vedi 1* « Annuarìo » del 1898) n^ 174 

Sod nuovi n^ 24 

Sod defunti e dimissionari n^ i8 

n^^ n*> 6 



Sod al 5 aprile 1900 n° 180 

Stato della Società al 5 aprile 1900. 

Sod residenti n® 41 

Sod non residenti dimoranti in Italia n® 100 

Sod non residenti dimoranti all'Estero n^ 39 



Totale n** 180 
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CON LE QPAU IL ORCOLO SCAMBIA I SUOI RettdicontL 



Amsterdam (Olanda). 

Wìsktmdige Opgaven met de Oplossingen, door de Leden van het Wishuniig GêmooU- 

scbap, ter spreuke voerende : « Een onvermodde arbdd komt alles te boven ». 
Nieuw Archief voor Wiskunde, 
Revue seinestrieUe des puUications mathématiques, rédigée sous les auspices de la 

Société Mathématique d'Amsterdam, par MM. P. H. Schoute (Groningue), D. J. 

KoRTEWEG (Amsterdam), W. Kapteyn (Utrecht), J. C Kluwer (Leyde), P. 

Zeeman (Delft). 

Austin (Texas, U. S. A.). 

Transactions of the Texas Academy of Science. 

Baltimore (Maryland, U. S. A.). 

American Journal of Mathematics. Edited by Simon Kewcomb. Published under the 
Auspices of the Johns Hopkins University, 

Berlin (Germania). 

SItxungftbcrichtc der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften xu Berlin. 
Journal für die reine und angewandte Mathcinatik, gegründet von A. L. Grelle 1826. 

Herausgegeben von L. Fuchs. Mit thä tiger Beförderung hoher König^h Preus- 

»l»cher Behörden. 
Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, begründet von Carl Ohrtmann. Im 

Verdit mit anderen Mathematikern und unter besonderer Mitwirkung der Herren 

V%\.\% MOLLIR und Albert Wangerin herausgegeben von Emil Lampe. 

Bologna (ItaUa). 

M«tu>flc dcU« R, Accademia delle Sdente dell'Istituto di Bologna, (Memorie della se- 

ritmc delle .Science Fisiche e Matematiche). 
Heiulicofito delle sessioni della R, Accademia delle Sciente dell* Istituto di Bologna. 
Il HciUettino di Matematiche e di Scienze Fisiche e Naturali. Giornale per la coltura 

dei Maestri delle Scuole Elementari e degli Alunni deUe Scuole Normali, diretto 

da A. Conti. 

Bruxelles (Belgio). 
BuIMnt de V Académie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique, 
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Annuaire de VAcaàèmU RoyàU its ScUnas, des Lettres it dês Beaux^Arts äs Mgiqw^ 

Cambridge (In^terra). 

Proceedings of the Cambridge Philosophical Society. 
Tnnsactions of the Cambridge Philosophical Society, 

Cambridge (Massachusetts, U. S. A.). 

Annals of Mathematics (Founded by Ormond Stone). Edited by Ormond Sto- 
ne, W. E. Byerly, H. S. White, W. F. Osgood, Maxime Bôcher. Published 
under the Auspices of Harvard University. 

Coimbra (Portogallo). 

Jomal de Sdendas Mathematicas e Astronomicas, publicado peb Dr. F. Gomes 
Teixeira. 

Dublin (Irlanda). 

Proceedings of the Royal Irish Academy. 
Transactions of the Royal Irish Academy. 
c Cunningham Memoirs » of the Royal Irish Academy» 

Edinburgh (Scozia). 

Proceedings of the Edinbitrgh Mathematical Society. Edited by Wm. A. Lindsay, M. 
A^ C G. Knott, D. Sc., F. R. S. E., and C. Tweedie, M. A., B. Sc, F. R. S. E. 

Erlangen ((Germania). 
Sitzungsberichte der Physikaliscb-^nedicinischen Societal in Erlangen, 

Oand (Belgio). 

Mathesis, recueil mathématique à l'usage des Écoles spéciales et des établissements 
d'instruction moyenne, publié par P. Mansion et J. Neuberg. 

Genova (Italia). 

Bollettino di Bibfiografia e Storia delle Scienze Matematiche, pubblicato per cura di 
Gino Loria. 

GWtüngen (Ciermania). 

Nachrichten von der Kônigl. Geseilschaft der Wissenschaften yi Gottingen : Mathema- 
tiscbf hynkafifdic Glaises 

JUii. Gir«. UttUm. Fëknmê, u XIV (1900). — Sumpato U 13 aprile 1900. < 
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Kachrichten too der Kàuigl Gêsdlschafl isr Wissimsehûflim lu GôUmgm : Gescfaift- 
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SUR L1NTÉGRATI0N DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN 
CORPS PESANT DE RÉVOLUTION ROULANT PAR UNE 
ARÊTE CIRCULAIRE SUR UN PLAN HORIZONTAL; CAS 
PARTICULIER DU CERCEAU. 

Par M. P. Appell, à Paris. 



Adunanza del 13 agosto 1899* 



I. Le proWème du roulement d'un corps solide sur un plan hori- 
zontal a été étudié par Neumann, par Slesser, par Routh; le cas 
particulier du cerceau, déjà étudié par Routh, a été repris par M. Car- 
vallo dans un mémoire encore inédit présenté en 1897 au Concours du 
prix Foumejrron et devant paraître prochainement dans le Journal de 
rÉcole Polytechnique. 

Imaginons un solide pesant qui remplisse les conditions suivantes: 

1° le solide est terminé par une arête vive ayant la forme d'un cercle 
K de centre H et de rayon a\ 

2° le centre de gravité G du corps est situé sur la perpendiculaire 
Hx, élevée par le centre H au plan du cercle K\ 

3° l'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité G est de révolution 
autour de cette perpendiculaire HGx,- 

Supposons ensuite que le corps solide ainsi constitué soit assujetti à 
rouler sans glisser sur un plan horizontal fixe. 

J'ai remarqué que l'intégratioil des équations de ce problème de mé- 
canique peut être ramenée à l'intégration d'une équation linéaire du 
deuxième ordre suivie de quadratures. Dans le cas particulier où le centre 
de gravité G se confond avec le centre H du cercle Ky le problètne se 
ramène à des quadratures si l'on introduit comme élément analytique la 
fonction hypergéométrique de Gauss. Ce fait a lieu en particulier pour 
le mouvement du cerceau. J'ai indiqué sommairement la méthode d'in- 
tégration que j'expose id, dans une publication intitulée « Les mouvements 
de roulement en dynamique » (Collection Sdentia, Carré et Naud édi-' 

Rmi. Gre, Uëitm., t. XIV (1900). — SumpatO il 29 agotto 1899. I 
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tcursy Paris). QaaL]ue les naeaa àtts écat donné les équations du mou- 
vement, iKxis ks étahEroQs rapidement pour bien fixer les notations. Je 
saiss cette occasion poor £nre remariquer qu'il s'est ^issé une erreur dans 
les premiers ezemfdaires du tome II de mon Traaé de Mécanique ration- 
nelle. Gxnme eicrrirr sur les équations de Lagrange j'ai reproduit, au 
n^ 452» les principaux résultats d'u:: ménaoîre de M. Ernst Lindelöf 
(Acta Sodetads Sdentiarum Fenninr, t. XXI). Mais, ainsi qu'il résulte 
des recherches de MM. Vierkandt et Hadamard citées dans ce 
n\it\\c n''452, les résultats de M. Lindelöf sont inexacts. J'ai signalé 
cette erreur à M. Lindelöf en 1898 et j'ai fait corriger les exemplaires 
de mon TraUd en magasin â cette époque : la fin du n"* 452 a été mo- 
dià6c et un n* 452^ ajouté, 

a. Si^t P le point de contaa du cercle K avec le plan fixe. Prenons 
vxxììmc origine nnihUe G et comme trièdre de réfèrence les axes siô- 
x*ants: i"" la droite Gx parallèle â la droite HP qui joint le centre du 
cercle A" au point do contact P, 2° la droite jtf G^ normale au plan du 
cercle A"; 3° la droite G y perpendiculaire au plan ^Gx. 

Désignons par ô l'angle de G:^ avec la verticale ascendante G:(, et 
pjir 't' Tangle de G y avec une horizontale fixe. Ces deux angles déter- 
tiiinent rorientanon du trièdre Gxy:^. La rotation instantanée tù' de ce 

trièdre est la résultante d'une rotation -j- autour de G ^ et d'une ro- 

lirion -r- autour de G t,. On a donc, en appelant p\ q\ r' les compo- 
jaui^ de cette roution w' suivant Gx, Gy^ G:(: 

p' = _^sine, 

JWiur ll«W î* |HWÎ«o» du corps solide par rapport au trièdre Gxyi^ 

ik «iiJè!L V*»»«W'""^ '''"*'*^** ' '^"* ^*" "" "^°" '^^ ^^^"^^^ ^' "*^'^^' 
\ Wf^ J; jjy^^. l'axe G V. La rotation instantanée w du corps 

^^ ^ ,^„K»nw vif U rontion «• du trièdre et dW rotation ^ 
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^ dt dt ^^^^-î- j^- 



Appelons «, v, a/ les projections de la vitesse du centre de gravité 
G sur Gx, G)', G?. D'après des formules connues, les projections de 
raccélèration du point G sur ces mêmes axes sont 
du 

-JT -j- î'^ ^'^9 • • • ^^c« 

Cela posé, les forces appliquées au corps sont, en prenant la masse 
du corps pour unité : 

I® le poids g appliqué en G et ayant pour projections sur Gx, 

gsm^y o, — g cos Ö; 
2° la réaction du plan appliquée en P et ayant pour projections: 

X, 7, Z. 
Équations du mouvement du untre de gravité: 

"77 + î'^ — r'v = gsin^ -{- X 

^'^ ^ 4r + ''''*~^''^ = ^ 

Jf!. 4. ^'t; - î'f* = — ^cos 6 + Z. 

Équations du mouvement autour du centre de gravité. — Soient A^ A, 
C les moments d'inertie du corps par rappdft aux axes Gx, G y, G^* 
Soit dans le mouvement relatif du corps autour de G, Gd le moment 
résultant des quantités de mouvement par rapport au point G; ce vecteur 
Gd a pour projections: 

a, = Ap, Gy = Aq, a^ = Cr. 

Prenons, d'autre part, le moment résultant GS des forces par rapport 
i G; si l'on désigne par a le rayon HP d\i cercle K et par c la distance 
HGf le point de contact P a pour coordonnées, par rapport aux axes 

Gy X, y, ^: 

x = a, y = o, :( = c. 

Les moments de la réaction par rapport aux axes G, x, y, x. ^^^ 

alors: 

— cY, cX — aZ, aY; 
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ceux du poids sont nuls. Le moment résultant GS a donc pour pro- 
jections : 

S, = — cF, S, = cX — flZ, S=aF. 

Pour exprimer le théorème des moments, on écrit que la vitesse re- 
lative du point <x par rapport à des axes de directions fixes menées par 
G est égale à GS. On a donc 



c*est-à-dire, conune q' = q^ p' = p: 



J^^(^Cr-Ar')q = -cY, 

Conditions géométriques . — Pour exprimer que la circonférence K roule 
sur le plan, il faut écrire que la vitesse du point matériel P au contaa 
est nulle. Cette vitesse étant la résultante de la vitesse u, Vy w dt G et 
de la vitesse due à la rotation du corps autour de G, on a: 

!u-\-qc = Oy 
v + flr— /)C = o, 
w — aq = o, 
car le point P a pour coordonnées 

Remplaçons u, v, tu par ces valeurs dans les équations (i), puis 
remplaçons Y par la valeur — -j- dans la deuxième des équations (i) 
et la première des équations (2), nous avons les deux équations: 
Aa^-^ + a(Cr-Ar')q-{-Cc^ = o, 

Si, dans ces équations, on remplace q par -j- et r' par sa valeur 

— P cotg 6, telle qu'elle résulte des relations définissant w' et w, on a enfin 
les deux équations linéaires simultanées: 
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Aa-^ + ^'^J^ + ^'"' + Aap cotg9 := o, 

(4) \ ^ j^ 
'"^3¥~^^+*'^5ë ~ ""^^ + «ci'cotge = o 

définissant /» et r en fonction de 6. On en déduit, par rélimination de -^ : 

(5) Aa'p = - (^a' + Ce' + ^ C) jj- - Cacr, 
puis 

(6) 7F + ^°^^îF + ^^,^Cc' + ^c (^'^°^^-^> = '^- 
Cette équation donne r en fonctioa de 6; la précédente donne />. 

En lui adjoignant Téquation des forces vives : 

a- 4. v'^w" 4- ^(j,» + y») + Cr' = — 2^(asinÔ — ccos6) + fc, 
on obtient en fonction de i par une quadrature. 

3. Cas particulier oà c = o. Cerceau. — Lorsque le point G coïncide 

avec le centre H du cercle, on a c =^ 0, Dans ce cas r est détenniné 

par l'équation linéaire: 

d'r , .dr Ca' 

^ + cotgO^_^^^^^,^r = o, 

qui devient, par la substitution 

(7) cos' e = 5, 

(8) .(i-0j7+(i— f^;^- ^^(c^^y =o. 

Cette équation est celle de la série hypergéométrique de Gauss, 
dans laquelle 



On sait que l'intégrale générale de l'équation de Gauss (^Œuvres 
compiiles, t. m, p. 210) est 

>f («, ß, T. *) + {**'-^f (« + I - T» ß + I - T> 2 - Tr ^), 
X et ft désignant deux constantes arbitraires. 
Donc l'expression de r est 



r 
On a ensuite 



C-\-a'dr 



ce qui donne également p exprimé par des séries hypergéométriques. 
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Enfin l'ëquation des forces vives donne i en fonction de par une 
quadrature. 

4. Cas général : Corps pesant de révolution de forme quelconque. — 
Faisons rouler et pivoter, sur un plan horizontal, un corps homogène 
pesant de révolution de forme quelconque. Prenons encore comme origine 
du trièdre de référence le centre de gra\'ité G, comme axe G^ Taxe de 
révolution, comme axe G x la ligne de plus grande pente du plan per- 
pendiculaire à G^, et comme axe G y l'horizontal de ce plan. Les équa- 
tions du mouvement sont encore les équations (i), (2) et (3), avec cette 
seule différence que les coordonnées a et c du point de contact du corps 
avec le plan, au lieu d'être constantes, sont des fonctions de dépendant 
de la forme extérieure du corps *). L'élimination de Y conduira encore 
i des équations linéaires et homogènes, définissant /> et r en fonction de 6. 
L*iine quelconque des quantités /> et r sera définie en fonction de par 
une équation linéaire et homogène du deuxième ordre qui se réduira 
à (6) quand on supposera a et c constants. Peut-être cette équation 
pourra-t-elle être intégrée pour une forme particulière du corps. 

Note additiokkelle. 

Après l'achèvement d'une première rédaction de cet article, dans la- 
quelle je traitais seulement le cas c = o, en indiquant comme probable 
que la même méthode s'appliquerait au cas Cy^Oy j'ai pris connaissance 
d'un travail de M. Ko r te weg, professeur i l'Université d'Amsterdam, 
qu'il vient de publier dans le « Nieuw Archief voor Wiskunde », 2* série, 
tome rV, livraison de Juillet De ce travail il résulte que, par une ren- 
contre curieuse, M. Korteweg s'est occupé en même temps que moi 
de la résolution du même problème à l'aide des fonctions hypergéomé- 
triques. 

M. Korteweg à qui j'avais envoyé cette première rédaction m'a 
prié de ne pas la supprimer, d'autant moins qu'il avait donné ses résul- 
tats sans démonstration et laissé passer pour l'un d'entre eux une faute 
de calcul. Il m'a engagé à apporter à mon article le changement que 
j'avais entrevu et qui n'avait rien de commun avec son travail et à y ajouter 
de sa part ce qui va suivre. 

SL-Germain-cn-Laye (Seine-et-Oisc). 
27 juillet 1899. 

P. Appell. 



•) Voyez mon opuscule : Sur hs mouvements de roulement, n° 17. 



EXTRAIT DUNE LETTRE A M. APPELL. 
Par M. D. J. Korteweg, à Amsterdam. 



Adunanza del 13 agosto 1S99. 



Votre solution: 



est identique, comme il est facile de le vérifier à la seconde de celles 
que j'ai communiquées dans le n° 12 de mon article. Seulement, en con- 
séquence d'une erreur de calcul on doit substituer dans ma formule (53) 

K=±^U/IZl et K' = ^-U/±^k 

4^ 2 y 4 4 2^4 



au lieu de 



i+j/Î^ e. ±-/IZ-, 



Quant à la solution que je donne en première ligne, elle peut encore 
se rattacher facilement à votre équation : 

d'r , .dr Ca' 

Cette équation en effet se transforme, par la substitution 

cos 6 = X, 
dans 

(10) (l — ^)t^ — 2X-J T7T^\ i\ ^ = 0> 

^ ^ ^ ^ àx dx A{C-^a) 

équation qui m'a servi de point de départ à moi et qui est identique à 

ma formule (51). 

Par les substimtions 

X = ±(l-20, 
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celle-d devient 

<(i - Oj^ + (I - 20^ - ^^^ -!■ ao '' = ^- 
Sous cette forme elle s'identifie avec celle de la série hypergéomé- 
trique, en posant 

(II) Y' = ï. «' + P' = i, a'r= ^"^ 



^(C+a')- 
Elle possède donc Tintégrale particulière 

En substituant successivement dans cette intégrale: 
on obtient Tintégrale générale de Téquation (lo) sous la forme : 

(12) r==vF[«^ß^I,-l(I+x)]+^x'F[^a^p^I,-i(I-x)]. 

(jcz=:cos6) 

Cette solution peut présenter des avantages dans des cas particuliers. 
J'ai en vue les cas où 6 peut atteindre Tune des valeurs o° ou i8o°, ou 
s'en approcher indéfiniment. 

En premier lieu elle nous avertit que le même mouvement ne peut 
pas contenir ces deux valeurs, si, du moins, r n'est pas constamment égal 
à zéro. Car, si V diffère de zéro, la substiturion x==i, et si (jl' en dif- 
fère la substitution x = — i, conduirait à une valeur infinie de r parce 
qu'alors l'argument de la série devient égal à l'unité positive, tandis que 
a' -f- P' — y' ^st égal à zéro. 

Or il est clair qu'à une valeur infinie de r correspondrait une valeur 
infinie de la force vive, valeur qu'elle ne peut pas prendre. 

En second lieu ^lle nous apprend que, pour que 6 puisse atteindre 
par exemple la valeur 6 =: o°, la constante V doit être égale à zéro. 

L'expression pour r se réduit donc, dans ce cas, à la forme plus simple : 

r = ,x'F[a', r, I. ^0-^)} 

Il sera inutile d'ajouter qu'un mouvement contenant 9 = o° ne serait 
pratiquement réalisable jusqu'au bout, que dans des cas comme celui du 
cerceau, où toute la masse est concentrée dans un seul plan. 

Amsterdam, juillet 1899. 

D. J. KORTEWEG. 



SULLA CORREZIONE DA FARE ALLE LATITUDINI OSSER- 
VATE PER TENER CONTO DELL'ALTEZZA DEI PUNTI 
DI STAZIONE SUL LIVELLO DEL MARE. 

Nota di P, Pizzetti, in Genova. 



Adaiuuisa del 2} loglio 1899. 



1. n compianto prof. Pucci pubblicò nel 1882 ntüc Astronomische 
Nachrichten, e poi riportò nel i** volume dei suoi Fondamenti di Geodesia, 
un metodo per la riduzione delle latitudini da una superficie di livello 
ad un'altra, il quale si fonda sulla ipotesi che le superficie di livello ter- 
restri siano ellissoidi simili e concentrici. 

Una tale ipotesi è erronea, come è noto a chi abbia qualche fami- 
gliarità colla teoria fisico-matematica della figura della terra. La questione 
della forma delle superficie di livello esterne al Geoide è chiaramente 
trattata nel 2° volume della Höhere Geodäsie di Helm er t pubblicato fin 
dal 1884, e dopo quella magistrale pubblicazione non varrebbe forse la 
pena di tornare sopra questo argomento, se non si vedesse ripetuta an- 
cora, in qualche recente lavoro, la svista del Pucci. Segno evidente che 
la lodata opera di Helm er t non va per le mani degli studiosi quanto 
lo meriterebbe. 

G permettiamo di dare qui la formola teorica di Helmert per la 
riduzione delle latitudini al livello del mare, deducendola da altre formole 
da noi stabilite in altro lavoro, e aggiungendovi qualche considerazione. 
È ben vero che raramente accadrà che quella formola teorica dia un 
termine di correzione del quale valga la pena di tener conto, ma dò non 
giustifica che si abbia a usare, in quei casi in cui lo si fa, una formola 
errata invece che una giusta. 

2. Chiamiamo V il potenziale dell'attrazione terrestre sopra un punto 
^f y» Ki f ^ costante dell'attrazione; co la velocità angolare della rotazione 

JUbì» Grt, ìUUm. Pékrmo, %. XIV (1900). — Sumpato il }o agosto iS^. 9 
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diurna della terra. Allora Tequazione della superficie di livello è: 
(i) {/ = / r + — (x' + y') = costante, 

supposto che l'asse delle :^ coincida con quello della rotazione. 

Ho dimostrato nei Rendiconti deirAcc. dei Lincei del 1894 *), che se 
si ammette a priori che una delle superficie di livello esteriori alla massa 
terrestre sia un ellissoide di rotazione (che chiameremo ellissoide fonda- 
fnentaìe)y il cui asse coincida con quello della rotazione diurna, allora la 
funzione T, per tutti i punti esterni al detto ellissoide (e indipendente- 
mente da qualsiasi ipotesi sulla interna distribuzione delle masse terrestri) 
ha l'espressione 



V 



(\r I 2 ,A arctgf 2-Kaa*b ,„ _. , 

3 /(a* — b')~ (a* — b')~ 

dove: a e h sodo i semiassi dell'ellissoide fondamentale; M è la massa 
della terra; p è una quan^'tà ausiliaria, l^ata alla « = 1/ — ri — dalla 



rdazione 

(3) 

e finalmente 


«* 3 + .' 


(4) 








essendo >. una funzione di Jt, jp, ;( espressa dalla maggior radice della 
equazione 

Nel caso pratico, in cui e ha un piccolo valore, conviene sviluppare 
le precedenti formole secondo le potenze di e*. Si ha cosi, chiamando r 
il raggio vettore e 6 la colatitudine geocentrica del punto (a-, y^ :(), ossia 
Tangolo che il raggio vettore fa coll'asse polare, in luogo delle (5), 

(4), (3), le 

(5') ft* + X = r* — «*Psen'e-(-... 



*) Pizzetti, Sulla etprtssiont dtUa gravità alla super ficit del Gtoide supposto 
rilisfçidiçq. Ilçadi«. Ace dei yncet, i" sentestr« (894. 
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(40 £ = Ai(, + ^sen'e) + ... 

(30 2,.pe' = lL^ + ... 

E ndlo stesso ordine d'approssimazione: 

are tg£ - Ai 4. *^7!HBLÖ _ J_\ 4. 

£ - arctgf = -p + -^ ^sea' e — yj + ... 

*'^^^-r+ï^=T"^+~r'' T/ + - 

E sostituendo nella (2) nella quale porremo pure 
jc» + 3^* = r' sen* 6, ;( = r cos 0, 
e introducendo poi l'espressione ottenuta di V nella (i), abbiamo 
„ M/ , h'Mf, .0 ./. *a*a)'\ . «V'sen^e 

In questa formola sono trascurate le quantità dell'ordine di e* e de- 
gli ordini superiori. Trascurando poi anche le quantità che contengono a 

Êutore e*«* e osservando che in luogo di — / si può dentro^ l'ultima 

parente^ porre la gravità equatoriale g^y si ottiene 

{«) v=>^+q^i,^'o-2){.' -'-£)+■ ^ 

[Non è diflSdle verificare che questa espressione di U equivale, nel no- 
stro ordine di approssimazione, a quella data dalla formula (i) a pag. 75 
del 2^ volume di Helmert, ove si tenga conto delle (io), (11), (12) a 
pag. 76]. 

L'espressione della gravità si ottiene, sempre colla stessa approssi- 
mazione, colla formula 

_ dlJ 

^^~ dr 
e quindi 

? = ^+^(3sen'e-2)(.«-^)-a>Vsen'e. 

Posto successivamente r = a, 6 = 90°; r = i, = 0, si hanno i 
valori g^y g^ della gravità all'equatore e al polo, rispettivamente, sull'el- 
lissoide fondamentale. E sottraendo si ottiene senza difficoltà, a meno di 
termini in «*, e^w*: 



(ûV'sen'O 



(7) f^IZt = X^_iî. 



*•-£ 



che e^HÎme 3 nodaniDO seorcaca ^ Clxirix:; ^Kzaè è a rzp- 

porto fra la forza centrìfiiga e ki grzviti iTt'umu'iagy ügrire — tnàora. 



nel nostro ordine d'approssbmziooe, io aJwrrSiTCTfii idTdisscB^ fon* 
dementale 

a — * 






(L*eR>ressionc esatta di 5 sarebbe 5 = - — , ' — V 

. 3. Senza alterare Tordine d'approssìmazìoae, h (£) può scriversi, 
risolvendola rispetto ad r, 

E poiché le vane superfìcie di livello esteriori alTeOissoide fonda- 
mentale si ottengono ponendo V = cost., è ben chiaro che tali superficie 
non sono omotetiche rispetto all'orice delle coordinate. Occorrerebbe, per 
questo, che il rapporto fra due valori di r ottenuti dalb (60 per doe 
Valori diversi di t/ e per uguali valori di 6, fosse indipendente da 6, il 
che evidentemente non è. 

Ma più nitidamente possiamo vedere la cosa in questo modo. 

Sì«no a-{-^(t, b -\- bi i semiassi equatoriale e polare di una su- 
witiclo di livello infinitamente prossima all'ellissoide fondamentale. Per 
,H>HmiÌI»Ì priiK-iini della teoria del potenziale avremo 

^« _ ii 

kmk l«l«Vin> «tutto della (7), 
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od anche, poiché b = a(j — 5), 

,Q,. ^a — ^b a — b s 

^^^ ^b =-r~ = 7=:7- 

Ora per dati numerici ben nod si ha 

^*7^' = 0.00531. Yzn = 0.00335- 

La (8') contraddice dunque alla (8), epperò l'ipotesi della omotetìdtà 
delle superficie di livello non può ammettersi neppure per approssimazione. 

4. Consideriamo im punto A elevato della quantità h sull'ellissoide 
fondamentale £, che intenderemo confuso colla superficie di livello medio 
dei mari. Sia 5 la superficie di livello per A^ e conduciamo per A le 
rette A n'y An normali alle superficie £, S rispettivamente. La ^w' in- 
contra l'ellissoide E in un punto A' che diremo projes^ione dì A. Chia- 
miamo Ç e Ç -4" ^ gli angoli che le An\ An rispettivamente fanno col 
piano dell'equatore. Sarà — ^ la correzione da farsi alla latitudine osser- 
vata in A per tener conto del difetto di parallelismo delle superficie di 
livello, ossia il termine di ridu:^ione della latitudine al livello del mare. 
La (6) dimostra che le superficie di livello poco discoste dall'ellissoide 
fondamentale possono, nel solito ordine di approssimazione, considerarsi 
come ellissoidi concentrici e conassici. Chiamiamo aeJ, ä-^-Sj, b-^^b 
i semiassi delle superficie £ ed S rispettivamente, e siano x, y le coor- 
dinate cartesiane del punto A'; x -f- dx, y -^ dy quelle del pimto A' 
rispetto ad un asse nel piano dell'equatore e all'asse polare. Avremo : 

y ^" 

E, a meno di quantità piccole del 2° ordine rispetto ai S e a 4^, 

cos'ç b^ \x x' / * b^x^ ' 

Ora, posto AA' =^ b, abbiamo 

S X = Ä cos Ç, ìy =z h sen ç, 
e di più, detta e l'eccentricità dell'ellissoide E: 

a cos Ç a(i — e') sen y 

y I — e' sen* <p ^i — e* sen' ç 
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Cosi la (8) dà, a meno di termini in t^^ 
_±_ ^ e'fetangç ztangy ^^ _ ^ _ e^ungy^ 
COS*? a * a ^ -^ a 

od anche, osservando che, senza alterare il grado di approsamazkme, si 

JL 

può nel 2^ membro moltiplicare gli ultimi due termini pel rapporto ^r • 

, sen29 Sfl — n, 
'^= a U *' 

ovvero, ricordando il valore trovato del rapporto ^r — ed esprimen- 
do 4^ in secondi: 

, ^ ,,, , sen29 g. — g^ h sen 29 ,, . 

(9)^" = i =l-^âl — ^ = 0,00531 f, = 0", 000172 Ä sen 2ç, 

^"^^ flare i" g^ ^^ a arci" * ' ^* 

supposto h espresso in metri. Abbiamo onenuta cosi la formola data da 

Helme rt a pag. 99 del vol. Il della Höh. Geodäsie. 

Colla ipotesi degli ellissoidi omotetici si ha invece 

Y' = o", 000108 Äsen 2 9. 

5. La formola (9) può anche subito dedursi come caso particolare 
dalla prima delle due formole generali da me date nel n^ 3310 delle 
Astron. Nachrichten. Quelle formole sono: 

^ ^ ^ 0^09 arci"' a^cos 9 dtó arci'" 

essendo S 9, Sa> le correzioni da fare alla latitudine e aUa longitudine 

osservate in Ay per avere quelle ài A\ e ^ , -^ sono le derivate, prese 

O 9 0<ù 

rispetto alla latitudine e alla longitudine, della gravità ridotta al livello 
del mare. 

Secondo la nostra notazione attuale ^9 = — ^, e poiché nell'ipotesi 
che il Geoide sia confuso coll'Ellissoide di rotazione si ha 

S = ?.(i + o, 00531 sen», 
la prima delle (io) si riduce, nel nostro ordine di approssimazione, alla (9) 
mentre la seconda dà 

(9') h(ù=0. 

In realtà le formole (io) forniscono Vunico modo per ridurre le 
posizioni astronomiche al livello del mare. Le deviazioni locali fra il 
Geoide e l'Ellissoide fanno si che i risultati forniti dalle (9), (9') diflFeri- 
scono dai veri, dati dalle (io), di quantità dello stesso ordine di grandc:^a 
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delle correzioni stesse che si tratta di calcolare. Riportiamo l'esempio nu- 
merico dato nella ora citata nostra Nota. Per un punto centrale della 
penisola istriana si ottiene dalla (io), in base alle misure di gravità fatte 
dalla L R. Marina Austriaca, 

Sc" = — o", 00043 ^y ^^" = ^"y 00023 Ä, 
mentre le (9), (9') danno (essendo circa ç = 45°) 

Sc" = — o, 00017 hy Sto" = 0. 
Ripetiamo quindi quanto più volte è stato detto, che cioè ima ra- 
zionale soluzione del problema geodetico non si potrà avere se non quando 
nella regione che si tratta di studiare sia conosciuto, almeno per appros- 
simazione, il modo di variare della gravità secondo il meridiano e secondo 
il parallelo. 

Geoova, 11 luglio 1899. 

P. PlZZETTI. 



UN TEOREMA SOPRA IL COVARIANTE S 

DELLA QUARTICA PIANA. 

Kou di Edgardo Ciani, in Messina. 



AduBAaia dei i) loglio 1899. 



È noto che Clebsch chiamò col nome di covariante 5 di una 
quartica piana il luogo dei punti h cui cubiche polari sono equiananno- 
niche *). 

Servendosi di una denominazione di Caporali, che indicò col 
nome di polohessiana di un punto la hessiana della cubica polare del 
punto **), si può dire che il covariante S è il luogo dei punti le cui 
polohessiane si spezzano in tre rette. Ss il punto è generico sopra S, 
tali tre rette hanno posizione generica e compongono il triangolo polo- 
hcssiano del punto. I vertici di questo triangolo appartengono nuova- 
mente ad S. n covariante S è del quarto ordine e se la quartica fon- 
damentale non è particolare, esso non lu punti doppi ***). Nasce dunque 
la questione di sapere se può mai accadere che una quartica coincida 
col proprio covariante S. Un esempio di questa coincidenza è citato dal 
Brioschi t) ed è realizzato da una ben nota curva del 4® ordine, la 
cui esistenza fu rilevata la prima volta da Klein ft). È la quartica 



•) Clebsch, Ucber Curven vUrUr Ordnung, Crellc's Journal, Bd. 57. 

**) Caporali, Memorie di Geonutria (Frammenti sulla teoria delle curve piane 
del quarto ordine). 

••♦) Ciani, Sopra due curve invariantive della quartica piana. Annali di Ma- 
tematica, t XX, 1892. 

f ) Brioschi, Sopra una classe di curve del 4^ ordine. Atti della R. Acc. dei 
Uncd, s. Ili, voi. VII! 

ff) Klein, Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Fune 
tioHiH. Mathematische Annalen, Bd. XIV. 
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invariante rispetto al noto gruppo G,gg di coUineazioni piane. Essa gode 
la proprietà che ogni tangente di flesso la incontra ulteriormente in un 
flesso in guisa che, con opportuna ed evidente scelta degli elementi di 
riferimento, la sua equazione può scriversi cosi : 

Noi la chiameremo per brevità ala quartica di Kleine. 

Non si conosce nessun altro esempio della coincidenza sopra indi- 
cata. Ebbene ci proponiamo di dimostrare adesso che fra le quartiche 
irriduttibili non ve ne possono essere altri e che fra quelle riduttibili il 
solo esempio possibile è quello della conica doppia, che, cioè, sussiste il 
s^uente teorema : 

Le sóle quartiche piane capaci di coincidere col proprio covariante S 
sono: ia quartica di Klein e la conica doppia. 

(L'enunciato stesso del teorema esclude le quartiche che hanno S 
indeterminato.) 

I. Cominciamo dal considerare le quartiche irriduttibili. La ipotesi 
della irriduttibilità r^e i n' i, 2, 3. 

Supponiamo dapprima che la quartica abbia almeno un flesso distinto 
da un punto doppio. Sia (001) tale flesso, x^ = la sua tangente e 
jc^ = o la polare armonica. 

Allora l'equazione della quartica C^ sarà della forma: 

^4 = 4^.^1 + x^{^ax\ + i2bx\x^ + iicxX + 4^^D 
+ mxì + ^px\x^ + 6 qx\x\ + Arx^x\ + nxj = o. 
Se d=o, il flesso (001) è un punto di ondulazione. Escludiamo 
per ora che d sia nullo. La polohessiana P^ del flesso è: 

P,^x\iac-b^)-Jt-x\xJiad-bc)-\-xyjibd-c^)-cx,x]-dx,x^ = o. 

Essa passa per (001), come è ben naturale, perchè ogni punto della 
hessiana appartiene alla propria polohessiana. Se C^ deve coincidere col 
proprio covariante S, bisogna intanto che P,, si componga di tre rette di 
cui una almeno passerà per (001). Questa non può essere la x^ = o 
altrimenti è d = o contro la ipotesi. Dunque potremo prenderla come 
x^ = o. Allora esigendo che da P^ si stacchi x^ = 0, si trova e = 0, 
& :? o. La C^ diviene : 

C, = 4^.^; + 4x,(ax\ + dx^;) + mxì + 4px\x^ 
+ ^9x]xl + 4 rx^xl + nxj = 0, 

Mmd, Ciff, MéUm. PaUrmo, t. XIV (1900). ~ Sumpato il 31 agosto 1899. 3 



t ^ f^ i vi i iityiiir & an tzsa^folo £ om i vertîd sono 
(i, o^ |7), (i, o, — 17), (o, I, o> 
Qacs iene jccsrsa^ooo nncnimeate a S, quindi debbono appar- 
^S2=kr^ irwrif x C^. 5E bcaD ok le idxcnori ooodiâoni 

e C sE nrrr a: 

Lx poûOESsâsi £ (100) è i trângob 

=ao ds SDCK TCïôz, ôoè (001), è §0 sopca C^. Perdiè d siano ^ 
ijri C3C. •âsôcoo js cs^ e^aaâxà 

^/< 4- 5 f *.*, + 2 rxj = o, 

/*< -/;'.', + G'' -^rK = o 

arenr je scsss^ ra3d z: — =-. S hanno quindi le oondiâoiii: 

Rxsiihi suHro che è mpossîbfle soddtsÊuie con P^o^ 91^0. 

Se / = a» anche ^* = o, œa a!lora calcolando fl covariante S si vede 
che è cosdmho da due rene doppie e quindi b coincidenza voluu non 
avviene certo jwrche C^ è su posa inidunibìle. Sari dunque y = o e 
p^a. Ma in tal caso andie r =: o e quindi 

C, = x.xî+/^x,xî + Jx,xî = o, 
che è la quartici di Klein. 

2. Supponiamo ora i= o. L^varìante 5 deUa cubica polare di (o o i) 
è in questo caso : i \ Dunque e = o. 

Si può anche ammettere senza portare restrizioni di sorta che (i oo) 
sia sulla C^ : onde m = o e rimane 

C, = 4*1^1 + -^,(4^^! + I2ixjxj + 4/>*î^a 
+ 6 qx]xl + 4rx,xl + «xj = o. 

Gdcolando il covariante S si trova *): 



*) Cfr. ad es. C 1 e b s e h-L i n d e m a n n , Leçons sur la Geometrie, traduites 
par A. Beooist, voi. II, pag. 283. Si av\'erta ivi un errore di calcolo e doè: il 
I* a-j- che si trova nella formula esprimente 5 deve essere invece a^^y 
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+y^(ry^ + ny2)[(Pyi + qy2 + h,)(^y^ + t^y^)—t'y^(py2 + ^y,)\ 

+ y^ (9y^ + nù [ipyi + ^^'a + *>3) ^J'» — (^:y. + ^y^^ ^ly^ + ^^i)] 

+>3(^j^i + ^yJK^}'« + iy2)^yi —y,(py. + ?3'a+ ^j',)] =o. 

Ora se la coincidenza voluta avesse luogo, esaminando nella equa- 
zione di S i coefficienti di 3^, y|, y^y^ si vede che dovrebbe essere ri 7^0, 
nb = o: dunque n = o, ma allora da C^ si stacca x, = 0. 

3. Sempre rimanendo nella ipotesi della irriduttibilità della quartica 
data, resta a esaminare il caso in cui essa non possegga flessi o ondo- 
lazioni distinti da punti singolari. Supponiamo dunque che la quartica 
poss^ga un punto almeno doppio. La sua cubica polare ha ivi pure un 
punto doppio, cioè ha nullo il suo discriminante, ma poiché deve per 
ipotesi annullarsi anche il suo invariante 5, segue che si annulla pure 
l'invariante T e quindi il punto doppio supposto è cuspide per la cubica 
polare e per conseguenza è anche tale per la quartica fondamentale. 

Prendendo questo punto per (001) e la jc, = o per tangente cuspi- 
dale, la C^ sarà rappresentata da una equazione della forma: 

^^ i +ex^, + 4fxlx. + 6gx]xl + 4hx,xl + kxl = o, 
e per il covariante S avremo la s^[uente espressione : 

S^[(gyr + hy, + cy;)my^ — (by^ + cy,)']' 

+ i^yt + ^yzT K^yi + *3^2 + ^y,y — ^y^ (^>, + /^^a + ^y^^ 

+ ^y.ipy^ + hò\^y^ + gy2 + ^y^Q>yx + ^yò 

— {gy^'^^y^^^y^^^y^^'^y^'^^y^ 

+ \^y^Q^y^ + h 2 -h ày^ì - 2{hy^ + cy:)icy, + d^J] X 
X [(ay, + hy^ + my^Q)y^ + c>J — my^ (Jy^ + gy^ + by^)] = o. 
Se S deve coincidere con C^, bisogna che sia nullo il coefficiente di 
yly*^ che è mii. Maper i» = o si vede subito che S è un quadrato per- 
fetto. Dunque sarà d = o. Allora la cubica polare di (001) è: 
x,(3 mx.Xj + axj + 3 bx^x, + 3 ex)) = o. 
Si osservi adesso che la conica 

3 i»x,x, + flxj + 3 *x,x, + 3 cx^ = o 
non può spezzarsi in una coppia di rette perchè ne seguirebbe m =: o, 
oppure e = o e nel i^ caso S (come già abbiamo osservato) sarebbe un 
quadrato perfetto, nel 2® da S si staccherebbe y^ = o. Dunque potremo 
preiylere il punto (i o o) su tale conica e la tangente in quel punto per 
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retta x = o. Qò non conduce a nessuna restrizione e d*altra parte Te- 

quazione di C^ si semplifica dovendo essere 

a = o, b = o 
e rimane: 

S = [(£y,-\-by, + cy;)my,-c^f;\^-{-c'y][m*y]-myXey,+fyù] 

+ mcy',[(Jy, + gy,)cy, — my^(gy, -f by, + f>,)J 

-\-y,[m(.by, + ky,) — 2c'y,][cmy,y^ — myXfy. + iy,)] = o. 

Salutando il confronto con l'equazione di C^ si trova che debbono 

esser nulli i coefficienti ài y^y^y^ e ài yly^, iì che porta che sia (poiché 

m 7^ o, e 7É o) 

Ä = o, g = o, 
e quindi 5 diviene: 

S^m^c'yly^j -j- >,>Ì>j (»»**« — 4otc') — ec'my*, 
+ >l:)'.(2 «/e* -«'*/) + c*>Ì = 0; 
e pros^uendo il confronto : 

6 m e em 

dalle quali, se e^o, segue Ji: = o: ma allora da C^ si stacca x,. Dunque 



6 e* 
^ = 0, Ä = . Servendosi adesso dell'ultima condizione : 

4f _ f(2mc' — m'k) 
k ~ C" 

e introducendo in essa Jl: = — : , si vede che siamo necessariamente con- 

m 

dotti a /= o e per C^ rimane : 

C^ = 6 fnx\x] + 12 ex, x^Xj + kx\ = o, 

la quale si compone di due coniche bitangenti. Dunque per le quartiche 

irriduttibili il teorema è dimostrato. 

4. Passiamo alle quartiche rìduttibili e cominciamo da una quartica 
composta di una retta e di una cubica irriduttibile. Il ragionamento atto 
al principio del n° 3 prova che ogni punto d'incontro della retta con la 
cubica deve costituire per la quartica totale un punto doppio con le tan- 
genti riunite : dunque la retta suddetta incontra la cubica in tre punti 
riuniti e quindi la equazione della C^ attuale si dedurrà dalla (i) del n° 3 
supponendo : 

d = k = c=zO; 
ma allora da 5 si stacca y\ = o q quindi Li coincidenza cercata è im- 
possibile. 
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5. Lo Stesso ragionamento sopra citato dimostra che non rimangono 
a discutersi utilmente che i seguenti casi : due coniche bitangenti, una 
retta doppia e ima conica, 4 rette passanti per un punto. 

Negli ultimi due casi si riconosce facilmente che la coincidenza vo- 
luta è impossibile perchè S o si riduce a ima retra quadrupla, o è inde- 
terminato. 

Restano le coniche bitangenti. La loro equazione complessiva può 
scriversi 
(2) 6mx]xl -f- I2nx^x^x\ + /^^ = O- 

Se le equazioni separate delle due coniche sono 

a'x,x,+ ß'x; = o, 
i due rapporti -g- , -^ che le individuano sono le radici della equazione 
di 2^ grado : 

Gilcolando 5 si trova : 

S = m^fi'y\y\ + y^y^y^ini" np — ^mn^) + n!^y\ = o. 
Dunque le condizioni di coincidenza sono 

6m m^n^ un m^np — ^mn^ 

'Y~~a^' ~p'~ n'' • 

Si esclude p = o perchè dovrebbe anche essere n = o e quindi S 
indeterminato : cosi pure si esclude m = 0. 

Allora le due condizioni precedenti si riducono all'unica 

6fi* = mp, 
la quale esprime che la (2) ha una radice doppia, che cioè le due co- 
niche coincidono. 

n teorema è dunque dimostrato. 

Messina, giugno 1899. 

Edgardo Ciani. 



SUR L'EXPRESSION DU TERME GÉNÉRAL DES SÉRIES DE 
TAYLOR REPRÉSENTANT DES COMBINAISONS RATION- 
NELLES DE LA FONCTION EXPONENTIELLE 

Par M. Michel Petrovitoh, à Belgrade (Serbie). 



Adunanit del i| «gotto 1899. 



Je me propose id de chercher la forme générale du coefficient \ des 
séries 

définissant une combinaison rationnelle d'une fonction exponentielle ^. 
On ramène facilement à ce problème celui dans lequel la série représente 
une combinaison rationnelle de fonctions trigonométriques sinax et cosax. 
Soit 

(I) y = Hul 

avec 

(a) « = «« 

une telle fonction, où £ est une fonction rationnelle en u. On aura alors 

(3) *•= 1.2.3 ••• n\dT'),J 

et d'après une formule connue sur la w**"* dérivée d'une fonction com- 
posée (voir, par ex., Bertrand, Analyse, t. I, page 140), on aura 

(4) li' = ^..-*'(«) + ^.'^''C«) + • • • + <-«'"'(«). 

avec 

« -..-=7èr^[(n"'-ë-(*)"-^ 

+(:)»->^-...±?^]. 

En y posant 

« = «", 
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on trouve 
et par suite 

Si Ton pose x = o, on trouve donc 



avec 

\k-t-t 



Pour calculer les valeurs de 

l?'(i,) l?"(i), JJ'"(i), ... 
choisissons une valeur particulière de x, telle que, p, étant le pôle de la 
fonction rationnelle i?(i -|~ ^)i considérée comme fonction de u, ayant 
le plus petit module, on ait 

(10) part, réelle de (ax) < log (mod p,). 

La fonction Jî(i -|- a) sera holomorphe i Tintérieur du cercle ayant 
l'origine comme centre, p, comme rayon, et contenant le point u (x) dans 
son intérieur. Par conséquent on aura 

ou Uen 

(11) JÎ(i + u) = M^ + Af,u + M,u'+ ..., 
avec 

(12) J?^*>(i) = 1.2.3 ..-iAf,. 

La série (11), représentant une fonction rationnelle en u, est une 
série récurrente et par suite, d'après un théorème connu, on aura 

(13) M. = P.(«)r: + P.(«)r:+ ... +P,(»)r;, 

où : r, , r, , ... r^ désignent les racines de l'équation génératrice 

G(r) = o 
de la fraction rationnelle Jî(i + a); P,, P^, . . . , P^ désignent certains 
poljmâmes en n tels que P^ est de d^é >|^,, \ étant le degré de 
multiplicité de la racine r^. De plus, l'équation algébrique 

G(r) = o 
n'est autre que celle obtenue en égalant à zéro le dénominateur de la 
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fonction Ä(i -f- w), après y avoir remplacé u par — et chassé le dé- 
nominateur, qui sera une certaine puissance de r. 

Le polynôme P,(it), correspondant à la racine r^, sera de la forme 

(m) pxk) = b,o + ^,.* + . . . + *.A-.*''-' =;§^,fc'. 

o 

où les b.. sont des quantités finies et fixes en grandeur et en nombre, 
indépendantes de l'indice n et que Ton calculera abément pour tout cas 
particulier donné. 

En remplaçant le polynôme P,(it) par son expression (14) dans Té- 
quation (13) et (12), on trouve 

(15) Ä<«(i)=i.2.3...*^^\,k^rJ; 

I O 

et en tenant compte de ce que l'équation (9) peut s'écrire sous la forme 

(") '^•.■ = rrr:rTÎ(-')'*'(/)'' 

l'equatioa (8) devient : 

(17) (3Ï.)='^'îèèiî(-o'-(-)r*.,*'rî. 

\ ^ o I o I I \ / / 

On en déduit le résultat suivant : 

Le coefficient a„ du Urine général de la série de Taylor 

représentant une combinaison rationnelle d'une fonction exponentielle e*' est 
de la forme 

■' I o I I \/ / 

où Us quantités 



r... t.. 



(j = I, 2, 3, . . . |t 



'" •> ^;> = o, I, 2. ...ç, 
Ci les entiers positifs f^, y . sont finis et fixes, indépendants de l'indice n ayant 
les significations suivantes : 

1° les r. sont les inverses des pôles p. de la fonction i?(i + u), con- 
sidérée comme fonction de u; 

2° les b. sont des constantes ne dépendant que des coefficients de 
la fonction R et dont nous montrerons le calcul plus loin; 

f p. est le nombre de pôles p. distincts; 

4° y. est égal à Tordre X., diminué d'une unité, du pôle p.. 
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Le coefficient a^ est donc égal à la somme de 
termes de la forme 



(-ir'(*)W)"*«*'rî 



1.2. 3 ... n » 

où », /, ky p sont des entiers positifs, et a, b.^ , r. des constantes indé- 
pendantes de n, définies précédemment. 

Le calcul des constantes b^^ peut s'effectuer de diverses manières. On 
peut le faire par ex. en décomposant la fraction rationnelle Ä(i-{-tt) en 
fractions simples et en développant celles-ci en séries ordonnées suivant 
les puissances de u. La fonction iî(i-|-tt) ayant comme pôles p^ 
(i = I, 2, . . . , f^) d'ordres respectifs >., peut s'écrire 

Z-(u — p.y^ ^Z-(n — pj^y 
En tenant compte de ce qu'on a identiquement 

1.2. 3 ... n 1.2. 3 ... (i — i) * 

le coefficient de I — j dans le développement de la fraction 

sera 

"pT + V i /7f~\ 2 /TF+'-'^U-i/pr 

En l'ordonnant suivant les puissances de n, de sorte que cette 
expression devient 

comme Ton a 

I 

77 = '" 

d'après la définition des constantes b^^ on aura 

*.i = ^o> *,a = «'i > • • • > *'^ = ^^1-«- 
De la même manière, en développant l'expression 



?(«-p.) 
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en série ordonnée suivant ks puissances de a, on calculera les constantes 
On peut aussi calculer direaement les polynômes 

PM = K + K» + Ky + . • • + bi,i,-,i^^ 

par la méthode suivante, due à Lagrange (^Œuvres, t. V, pag. 640). 

Soit 
(19) G(r) = ^ -}- Br + Cr* + Dr' 4. £r* + . . . 

le premier membre de l'équation al^brique 

G(r) = o, 
et posons pour abr^er 

ß» = BH.Cr + Z)r» + £r'+... 
(=»o) \ ô.(r) = C + Dr-l-£r' + fr'+... 

ö.(0 = -D+f»' + fr*+... 



Soient 

les coefficients de m premiers termes de la série de Taylor, ordonnée 
suivant les puissances de u et représentant la fonction i?(i -f- u) (m étant 
le degré de l'équation génératrice), et faisons 

(21) [^oßo(0 + ^.ß.(r)+ ... +^.ß.(r)]r" = F(r). 

Le polynôme P,(«), correspondant à la racine r., sera égal au terme 
indépendant de zs dans le développement de Vexpression 

(22) ^ f ^ ^ I .^ ^ f 

dr, "*"i.2 drf ■*■ 1.2.3 àr] "*" ' ' " 
après avoir développé cette expression en série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendante de u et après y avoir supprimé les dérivées de G qui 
sont nulles en tenant compte du degré de multiplicité de la racine con- 
sidérée r.; enfin, l'expression ainsi obtenue doit être divisée par r*. 

Enfin, remarquons qu'une série de la forme (i8) étant donnée, la 
période de la fonction simplement périodique, qu'elle représente, est 

27ci 

les pôles élémentaires y,, de cette fonction sont donnés par la formule 

Y.=-^log(x + -i-) 
et l'ordre du pôle y. est égal à l'entier y^, augmenté d'une unité. 
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Ced résulte de ce que, si 

Pi > Pa > Pj > • • • 

sont les pôles de R{i -|- i*), on a 

I 

et par suite, en désignant par 

les pôles de R{u) en u, on aura 

w 
Bdgnde, 25 juOlet 1899. 

MiCHBL PeTROVITCH. 



SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE. 

Par M. Michel Petrovitoh, à Belgrade (Serbie). 



AdonaniA dd i| agotto 1899. 



Étant donnée une équation différentielle du premier ordre, écrite 
sous la forme 

où F est une fonction algébrique ou transcendante de x et /. (les /. étant 
fonctions données de y) supposons que les conditions suivantes soient 
remplies : 

I® Toutes les fonctions /. et leurs dérivées premières sont des fonc- 
tions réelles, continues et limitées de y, restant finies pour toute valeur 
réelle, finie ou infinie de y. Nous désignerons par M. et N. la plus grande 
et la plus petite valeur de la fonction fi(j)y lorsque y varie de — oo 
à + 00. 

2** La fonction F et ses dérivées partielles 
ÔF ÔF 

sont réelles, finies et continues pour toute valeur de x comprise dans un 
certain intervalle X et pour toute valeur des /. (i= i, 2, ... , w), com- 
prise entre Af. et N.. 

Dans ces conditions le module de la fonction F reste inférieur à 
une certaine quantité positive finie M pour toute valeur de x, comprise 
dans l'intervalle p et pour toute valeur finie ou infinie de y. 

dF 
D'autre part, la dérivée partielle 3— étant représentée par 

àf.ày "'■••• "^d/.d>' 
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sera également une fonction limitée dans l'intervalle p, quelle que soit la 
valeur de y. 

On en conclut, d'après un théorème connu, que l'intégrale qui pour 
x=x^ prend la valeur donnée à l'avance y^^y^ (x^ et y^ étant réels et 
assujettis à la seule condition que x^ soit compris dans l'intervalle $) re- 
stera finie et continue dans tout intervalle de x = x^ — y à x = x^-|-y, 
compris lui-même dans l'intervalle $. 

Supposons maintenant remplies les conditions supplémentaires sui- 
vantes: 

dF 
f La fonction F et ses dérivées partielles ^y (t = i, 2, . . . , ri) 

gardent un signe invariable pour toute valeur de x comprise dans l'in- 
tervalle de jCj, — Y i ^o + Y> quelle que soient les valeurs des /. com- 
prises entre M,, et N.. 
4^ En désignant par 

ii V h 

des constantes quelconques, telles qu'on ait 



l'int^rale 



J = J 'Pix, *,,..., K)d: 



n'a pour chaque valeur de x, et x, , comprise entre x = x^ — y et x = x^ -f- y, 

qu'une seule valeur réelle, également finie et déterminée (tout en pouvant 

avoir plusieurs valeurs imaginaires). 

Ced étant, soient 

i = I, 2, 3, . . . , Ä 

dF 
les indices des dérivées -^ positives et 

iz=h '\' ï, Ä -j- 2, . . . , n 
celles des dérivées négatives. Posons 

Kx, x^, y^) = y^-\- f F(x, M,, • . • , M^; iV^^,, . . . , NJdx 

V-ix, Xo»>o) = >o+ f Pix, iV,, ..., iVfc; M^^,, ..., Afjrfx. 
On peut montrer que: 
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Uiniigrak y it (i), qm pom x == x^ pnmi U udem y^%^ tnrt 
en restant finie ä continue pour toute valeur de x comprise entrt x^ — y 
^ x^-^fy y varie constamment dans un même sens ä est comprise entre 
les deux fonctions X(x, x^, y^) et (i(x, x^, y^). 

En effet, d'après ce qui a été dit sur F, f^ ex y, h, fonction 

•** (^> /i > • • • > /•)> 
après y avoir remplacé ^ par sa valeur en x, tirée de l'expression de 

l'intégrale, sera elle-même une foncticm finie et continue pour 

*o — T < * < ^o + T> 
et gardera un signe invariable. 

De plus, les dérivées 

dF 

3j- (t s= I, 2, . . . , &) 

étant positives, si l'on pose pour abréger 

F(x, Af, , • • . , Af^; /j^, , . . . , /J = A, , 

r (x, AT,, . . • , Afj; /^, , . . . , /J = A^, 
on aura 

D'autre part, les dérivées 

dF 

JT (t = fc+I, ...,ii) 

étant négatives, si l'on pose 

F(x, M,, ..., Af^; iVj^,, ..., Ar,) = Û,, 

F(x, AT,, ..., N^; Af^^,, ..., AfJ = Û,, 
on aura 

et par suite 

û.<F(*,/., ...,/.)<û.. 

On en conclut que l'intégrale 

/FCx, /,,..., /,)ix, 

après y avoir remplacé y par sa valeur en x, sera comprise entre les 
valeurs correspondantes de deux intégrales 

/.(x)= fa^dx 

lesquelles, en vertu de la 4*"* hypothèse, ont pour toute valeur de x, com- 
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prêe entre x^ — y et JCo + Y» ^^^ ^^^ valeur réelle, qui est finie et 
déterminée. Et comme Ton a identiquement 

>=>o+ rp(x,f^y ...,/Jdx, 

la fonction F gardant un signe invariable entre les limites d'intégration, 
la proposition est démontrée. 

n peut arriver que l'intervalle i s'étend à toutes les valeurs finies 
àc X. La proposition précédente s'applique alors quelles que soient les valeurs 
initiales x^ et y^ et s'étend à toutes les valeurs réelles de x. 

Remarquons que, dans ce dernier cas, la valeur asymptotique de l'in- 
t^rale conâdérée pour x = -}- oo ou pour jc = — oo sera finie ou in- 
finie, suivant que /, et J^ tendent vers des limites finies ou infinies pour 
jc ^ i 00. Quand elle est finie, elle est comprise entre 

>, + lini/.(*) 

>, + Uin/,(x). 
Par exemple, l'intégrale de l'équation différentielle 

p.=o:x' + ^t-h' 
dx ' 

(où a et P sont des constantes positives), prenant pour jc = jc^ la valeur 

jf =jf^, est constamment (pour toutes les valeurs réelles de x) comprise 

entre les fonctions 

et 

et ses valeurs asymptotiques sont infinies. 
Pour l'équation différentielle 

dy e^ 

(ijc ~ I — at-*«* — ßr-*«*-^>* 
(où a, ß, jfe, p, r sont des constantes positives avec « + ?<!) l'inté- 
grale y est comprise entre les fonctions 

/** e~^** 

Ses valeurs asymptotiques sont finies et déterminées : en désignant par 
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a la valeur de y pour x = o, sa valeur asymptotìque pour jc = oo sera 
comprise entre 

et 

OÙ 6(;j) désigne la transcendante 

de mcmc, la valeur asyniptotiquc pour jc = — oo sera comprise entre 

a-Çe(.) 
et 



Ceci résulte de ce qu'on a 



avec 



Enfin, on peut intervertir le rôle de x et ^ et appliquer le raison- 
nement précédent à l'équation 

o^ ?i » ?2 > ' ' ' y 9n s^"^ ^^ fonctions de x, en modifiant convenable- 
ment les conditions supposées précédemment. 

Belgrade, 2; juillet 1899. 

Michel Petrovitch. 



LE SUPERFICIE IRRAZIONALI DI 4' ORDINE 
DI GENERE GEOMETRICO-SUt^ERFlCIALE NULLO. 

Nou di Michele de t^ranohis, in Palermo. 



AdoiutnsA del 15 Agosto 1899. 



Fra le superficie di 4® ordine di genere geometrico-superficiale p^ = Oj 
quelle razionali (/)^ = P = o) *) sono già state detenninate dal signor 
Noether **). La loro ricerca coincide, in fondo, con quella dei tipi dei 
astemi lineari semplici di curve piane di grado 4 (il cui genere è perciò 
^ 3). Però si conoscevano già superficie di 4® ordine di genere pg = o 
non nudonali : esse sono i coni con meno di 3 generatrici doppie , le 
rigate ellittiche ***) ed una superficie trovata dal signor Kummer ****), 
dotata di due tacnodi e possedente un fascio ellittico di coniche. 

In questa Nota io pervengo alla determinazione di mtte le superficie 
irrazionali di 4® ordine di genere p = o. Trovo anzitutto che esse sono 
coni o sono rappresentabili sul cono cubico. Queste ultime sono le 2 rigate 
eUittidse, la superficie teste ricordata, scoperta dal Kummer, un'altra su- 
perficie con un sol tacnodo, non ordinario, dotata pure d'un fascio ellittico 
di coniche la quale può intendersi come caso limite di quella, ma della quale 



*) Coa Pu t P denotiamo il genere aritmetico-sut>erficiale ed il blgenere. Lt con- 
dizione di ranonafità ^^ = P = o, fu data dal signor GastelnüöVo nella Memo- 
ria: Sulh sw^ficU di genere ^ero (Mem. della Sodeià Ital. delle Scienze, t. X^ « 1896). 

••) Noether: IMter rationalen Flächen Ifierfer Ordnung (Math. Annalen,Bd. J 3). 

•^) C r e in o n a : Sülle superficie gobbe di 4® grado (Mem. Acc di Bologna, 
L Vffl, . 1868). 

**^ Kummer: Ueher die Flächen vierten Grades auf welche Schäaren ifon 
Kegelschnitten liegen (Joum. für Math., Bd. 66, 1864) : vedasi anche Noether: Ueher 
dû eindeutigen Raumtransformationen (Math. Annaien, Bd. 3). 

MmL Ck€, iiäUm. PtUnmo, t. XIV (1900). — Sumpftto U 7 ottobre x8^. 5 
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non trovasi alcun accenno speciale nella Memoria del Kummer (ten- 
dente a trovare le superficie di 4® ordine con infinite coniche), benché 
la sua equazione rientri in una data ivi dal Kummer; e finalmente 
trovo ancora due superficie dotate d*un fascio ellittico di cubiche gobbe, 
le quali, a quanto mi risulta, non erano note. Io assegno in questa nota 
la namra dei punti singolari che determinano tali superficie, servendomi 
del concetto di angolarità esposto dal signor S e gre in una sua recente 
Memoria *); oltre a dò, trovo quali e quanti punti multipli possano 
ancora eventualmente esser contenuti dalle suddette superficie, delle quali 
do anche le equazioni. Un cenno dei principali risultati stabiliti in questa 
parte trovasi nei tre quadri che stanno in fine del § i. 

Un'osservazione è qui da fare. Stabilita la proprietà che le super- 
ficie di 4® ordine, irrazionali, di genere /> _ o, o sono coni o sono 
rappresentabili sul cono cubico, si può pensare a determinarle, osservando 
che le loro equazioni debbono possedere differenziali totali di i* specie. 
Ora esbte un enunciato del signor Poincaré ed un cenno di dimo- 
strazione di esso del signor Picard tendenti alla determinaadone di tali 
equadoni. Però i risultati dei signori Poincaré e Picard sono in- 
completi **). 

Nel § 2 mi occupo della rappresentazione delle predette superficie 
(e dei coni ellittici) sul cono cubico. Essa vien fatta mediante trasfor- 
mazioni Cremoniane le quaU, tra tutte le possibili, sono del minimo 
ordine. 

Come conseguenza di tale rappresentazione, trovo i tipi dei sistemi 
lineari semplici di curve di grado 4, giacenti sul cono cubico. 

Termino ringraziando il Prof. Gerbaldi dell'Università di Palermo 
che mi richiamò in mente la questione di cui mi occupo qui ed il Profes- 



^ S egre: Sulìa scompon^iont dei punti singolari delle superficie algebriche 
(Ann. di Matem., t XXV, , 1896); supporrò in seguito nel lettore la conoscenza di 
quest'importante Memoria. Vedasi anche Del Pezzo: Intorno ai punti singolari delle 
superficie algebriche (Rend. Cire. Mat di Palermo, t VI, 1892) e Levi: Sulla ridw- 
^ione delle singolarità puntuali delle superficie algebriche dello spa:^io ordinario per tra- 
s for maxioni quadratiche (Ann. di Matem., t. XX VI^ , 1897): molti altri lavori sarebbero 
qui da citare; ma non me ne trattengo perchè a noi interesserà nel seguito soltanto il con- 
cetto di punto singolare inteso come prodotto della condensazione di ben determinati 
elementi singolari. 

**) Vedasi la nota in fondo al n° 8 del presente lavoro. 
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nme Castelnuovo dell'Università di Roma che mi consigliò delle op- 
jKMtune modificazioni intorno alla maniera d'ordinare i risultati. 

Si- 

I. Una superficie irriducibile di 4® ordine, F^, affinchè riesca di 
genere geometrico p^ = o, è necessario che possieda dei punti multipli. 
La massima moltìpUcità d'un punto 0, multiplo per F^, è 4. Nel caso 
in cui F^ possieda un punto quadruplo, essa è un cono (p = o, P = o, 
e ^. = o, — I, — 2, — 3 secondo che la sezione generica è dei ge- 
neri o, I, 2, 3). 

Se F^ possiede un punto triplo, è razionale. 

Resta a considerare il caso in cui F^ non possiede che punti doppi. 
Sia O uno di essi. La sezione generica fatta con piani per è neces- 
sariamente irreducibile (non potendo F^ essere im cono di vertice 0); 
denotiamone con w il genere (^ ^ 2). Se w = o ovvero = i, la F^ è 
laaonale od è rappresentabile su im cono cubico *); sia invece tt = 2. 
Proiettisi allora da la F^ sopra un piano : verremo cosi a rappresen- 
tarla sa un piano doppio f . 

La curva di diramazione di f è una curva di 6^ ordine. 

Ora un piano doppio con una curva di diramazione Q, di 6° or- 
dine, è del genere geometrico /)^ = i, se la Q non possiede punti mul- 
tipli di grado > 2; ed un punto 3-plo di Q , abbassante p^ , risulta ne- 
cessariamente di una coppia, almeno, di punti 3-pli tra loro infinitamente 
vidni **). 

Inoltre bisogna osservare che tutte le componenti di Q, curva di 
diramazione del piano doppio f , devono esser semplici. Se Q ha un punto 
P, 6-plo, essa si comporrà di 6 rette distinte passanti per P, ed il piano 
doppio (f sarà quindi rappresentabile su un cono di genere 2, e su que- 
sto potrà quindi rappresentarsi univocamente anche F^. Se la Q ha in- 
vece on punto 5-plo o 4-plo P, ogni retta di ç passante per P rappresenu 
doppiamente una curva razionale su F^, variabile in un fascio lineare, e 
qubdi F^ è razionale ***). 

^ Castelnuovo: Sulle superficie algebriche che contengono una rete di curve 
iptreüüticbe (Rend, della R. Acc dei Lined, t. III^ , 1894). 

•*) Enriques: Sui piani doppi di genere lineare p^^^ = i (Rend, della R. Acc 
dd lined, t Vn^ , i898> 

•^ Noether: Ueher Flachen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen, 
QUûu Aonaleo, Bd. }> 
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Filialmente supponiamo (unico caso che resta a considerarsi) che 
Q possieda vma o più coppie di punti 3-pli infinitamente vicini (le quali 
coppie possono, alla loro volta, essere fra loro infinitamente vicine). Dico 
esser 2 il massimo numero di tali coppie. Difata se il numero 5 di tali 
coppie fosse ^ 3, potremmo su Q certamente considerare 5 punti 3-plL 
Per essi passerebbe certamente una conica semplice o composta, e si vede 
subito che la Q conterrebbe tal conica od una sua parte contata 3 vohe, 
mentre invece ogni componente di Q deve esser contata una sola volta. 
Ora, se Q anmiette una sola coppia di punti 3-pli infinitamente vìdni, 
il piano doppio f è, come è noto, raidonale *). Se Q ammette due coppie 
di punti 3-pli infinitamente vidui, essa consta evidentemente di 3 coniche 
toccantisi in due puntì distinti A, By ovvero di tre coniche toccantìsi in 
un punto A secondo un contatto quadripunto. Ma U piano doppio 9 può 
allora ridursi con una conveniente trasformazione quadratica ad avere per 
curva di diramazione il luogo composto di quattro rette appartenenti ad 
uno stesso fascio e quindi è riferibile al cono cubico, sul quale perdo 
possiamo rappresentare F^. 

Scgae che: 

le superficie di 4** ordine di genere geometrico superficiale {Fläcben- 
geschkchi) />. = o sono rappresentabili sul piano su coni dei generi 

I, 2y 3- 

Osserviamo adesso che le superfide di 4^ ordine rappresentabili su 
cotii di genere 3 risultano, dalla precedente discussione, coni. Lo stesso 
si può dire di quelle rappresentabili su coni di genere 2. Difattì deno- 
tiamo con F^ una cotale superfide di 4° ordine, con {a l'ordine delle 
curve razionali y corrispondenti alle generatrid del cono. Dico essere 
(A = I. Difatti il fasdo irrazionale (di genere 2) di curve y determina 
su una sezione piana generica di F^ una involuzione di gruppi di punti, 
di grado (t e genere 2. Le sezioni di F^ hanno quindi il genere 203. 
Se hanno il genere 2, si ricava subito (dalla nota formola di Zeuthen) 
che (iL = i; se poi potesse la sezione generica esser di genere 3, si rica- 
verebbe (1=2. Sarebbero in tal caso le y coniche, le quali (per la for- 
mola anzidetta) non dovrebbero toccare nessuna sezione di genere 3. Ora 
dò è, manifestamente, assurdo, come vedesi facilmente. Ê quindi pt. = i, 
ossia la F^ è una rigata di genere 2 e perdo un cono **). 



*) Noether: Uehcr àie ein-^weitUutigcn Ebefuntransformatùmtn (Sitzungsbe- 
richte der phys. med. Soc zu Erlangen, 1878). 

**) Cremona: Sulle superficie gohh di 4^ grado, loc dt 
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n risultato precedente si può quindi enunciare cosi: 

Le superficie irra^iotiali di 4° ordine di genere /) _ o sono coni, oih 

sono Rappresentabili sul cono cubico. 

2. Passiamo quindi a ricercare le superficie F^, di 4® ordine, rap- 
presentabili sul cono cubico. Anzitutto, se esse hanno curve multiple, esse 
SODO doppie ed il loro ordine dev'essere ^ 2. Una curva doppia d'una 
tal superficie non può essere una conica, altrìmentì, dovendo essere il 
genere aritmedco />, = — i, dovrebbe esistere (su di essa o fuori) un 
ponto multiplo proprio, cioè abbassante il genere delle sezioni piane pas- 
santi ivi ^. 

Ma allora tali sezioni (non potendo essere riducibili) sarebbero ra- 
zionali, e la superficie sarebbe razionale. Se poi esistono delle rette dop- 
pie di f^, i piani passanti ivi secano F^ secondo coniche o coppie di 
rette. Ma nel i® caso sarebbe F^ razionale, contro Tipotesi, nel 2° un^ 
rigata ellittica (od un cono ellittico). Lasciamo da canto il caso ovvio 
dei coni ed osserviamo che le rigate ellittiche di 4^ ordine son note e 
sono quelle F^ che hanno due rette sghembe doppie (e due sole), rigate 
ç||e denoteremo con F^''*^ e quelle che hanno una retta luogo di tacnodi, 
le quali verranno denotate con F^*'*^ **). 

3. Passiamo ora a discutere il caso delle superficie senza curve mul- 
tiple e non coni. Sappiamo già che esse devono possedere punti doppi. 
Sia Q lyio di essi. Per proiezione da 0, la F^ viene a rappresentarsi su 
un piano doppio f con una certa curva di diramazione. 

Se le sezioni, fatte su F^ con piani per 0, sono ellittiche, tal curva 
di diramazione dev'esser di 4° ordine e quindi è chiaro che essa si com- 
porrà necessariamente di 4 inette passanti per uno stesso punto; se poi 
le seziona fatte su F^ con piani per fossero curve di genere 2, s'è già 
visto (n^ i) che la curva di diramazione si comporrebbe di 3 coniche 
tqçcantisi in due punti A^ B^ ovvero di 3 coniche toccantisi in un punto 
j( con contatto quadripuntp. 

Nel 1° OLSO^ ia cui la curva di diramazione del piano doppio si com- 
pone di 4 rette passanti per un punto P, ad ogni retta del piano doppio. 



*) Enriques: Introduzione alia geometria sopra h superficie algebriche (Me- 
deMa Soòctà ItaL delle Sdenze, t X, » i^^iS). 
^ Gremoi^a: Sulk superficie gobbe di 4° ordine, loc dt 
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passante per P, corrispondono evidentemente sa F^ doe curve razbnaE 
poste su uno stesso piano ed appartenenti ad uno stesso £ucìo dGttìco. 

I piani su cui trovansi tali coppie di curve raâonafi fanno fiiscio at- 
torno ad OP: quattro di essi toccano la F^ lungo tutta una curva dd 
fiisdo ellittìco e precisamente quelli che proiettano da le 4 rette com- 
ponend la curva di diramazione del piano doppio. 

Le curve razionali y ottenute secando F^ con {»ni per OP (sa 
ognuno dei quali sta una coppia di curve y) sono dello stesso ordine, il 
quale è evidentemente 2. Quando si rappresenti F^ sul cono cubico, ad 
esse vengono a corrispondere le generatrici di tal cono. 

Dico che gli altri due punti (diversi da 0) in cui OP seca F^, co- 
incidono in un punto doppio per la F^ (il quale può però essere infini- 
tamente vicino ad 0). Difatti ogni coppia di coniche, sezione di F^ con 
un piano per OP deve avere in comune con OP tuta i punti in cui 
OP seca F^. Ora le coniche d'una coppia passano entrambe per e, 
siccome appanengono ad una stessa serie continua, non possono incon- 
trare OP, oltre che in 0, una in un punto, l'altra in un altro punto 
fisso. Denotiamo quindi con Ai l'altro punto doppio di F^ che sta su OP, 
e supponiamo dapprima che M sia a distanza finita da 0. Considerando 
un piano per OP, le due coniche secate da esso su F^ si toccano neces- 
sariamente in ed in M, perche, se avessero in uno di tali punti le tan- 
genti distinte, si potrebbe riferire ogni conica biunivocamente alla sua tan- 
gente in quel punto, e siccome il cono tangente ivi alla superfide sarebbe 
irriducibile (per la continuità della serie di coniche) e di 2^ ordine (e 
quindi razionale), le coniche y, invece che un fascio ellittìco, formerd>- 
bero un fascio razionale. Nei punti ed M la F^ è quindi dotata di 
due tacnodi. Tal superficie verrà da noi denotata con F]^'^\ perchè le 
curve Y corrispondenti alle generatrici del cono cubico sono coniche, e 
per distinguerle da una superficie analoga, che troveremo in s^;uito, 
che denoteremo con F^*'*\ 

Viceversa, data una superficie F^*''^ dotata di due tacnodi 0, M, 
assumendo nello spazio un sistema di coordinate proiettive x, y, x» U 
ponendo i punti ed M nei punti (i, o, o, o), (0, i, 0, o) ed i piani 
tangenti in ed Ai nelle facce ^ = o, x = o, l'equazione di F^*''^ assu- 
merà la forma: 

(I) *'/ + 2xyfSi, +/,U, = o, 

ov^ fzOiy 0> Afc ^^^ forme di 2** e 4** grado in ^^^ U in tale su- 
perficie, le sezioni fatte coi piani :( = ä i si decompongono in due coni- 
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che bitsingentì nei punti 0, Af. Tale F^*''* è riferibile chiaramente ad un 
piano doppio la cui curva dì diramazione ha l'equazione 

/:a> 0-/4^0=0, 

la quale rappresenta 4 rette concorrenti in un punto. La predetta super- 
ficie è quindi rappresentabile sul cono cubico, finché l'equazione fi — /^ = o 
non ammetta radici multiple. Ma quando dò accadesse, essa sarebbe ra- 
zionale. 

Abbiamo qui discusso il caso in cui sulla superficie F^y rappresen- 
tabile su un cono cubico, alle generatrici del cono corrispondono coniche 
passanti per due punti fissi distinti ed Af (i quali sono entrambi tac- 
nodi per jp^. Vediamo ora se non esistono superficie F^ rappresentabili 
sul cono cubico, sulle quali alle generatrici del cono corrispondano coni- 
che passanti per un sol punto 0. Proiettando da la F^ sopra un piano 
doppio f , su questo la curva di diramazione si compone, per ipotesi, di 
4 rette concorrenti in un punto P. Le coniche y che stanno su F^ si 
trovano tutte in piani per OP. La retta OP non seca F^ oltre che in 
O, essa è tangente quadripunta in 0. 

Un piano per P seca F^ secondo due coniche tangenti in ad 
OP. Il punto è un tacnodo, perchè le sezioni per esso devono essere 
di goi^^e I. Le 2 coniche y secate su F^ da un piano generico per OP 
non possono avere in comune alcun punto variabile, perchè allora tal punto 
genererebbe una curva doppia di F4, il che è già escluso. 

Quindi le 2 coniche y secate da uno stesso piano per OP, si toccano 
in O secondo un contatto quadripunta. 

Una superficie che adempia a tali condiâoni verrà denotata con F^'''^ 
Ma è anzitutto necessario mostrarne l'esistenza. 

Perciò assumiamo nello spazio un sistema di coordinate proiettive 
^ì Jf Kj» ^ ^ poniamo il punto nel punto (i, 0, o, o), il piano tan- 
gente ivi nel piano t = o. L'equazione di F^'''^ assumerà la forma : 

^^ /i(y> ^ 0> fSy* ^ ^^^o ^^^^ forme di 2® e 4® grado in y^ :(, t. 
Poiché il cono circoscritto da ad F^'''* si deve decomporre in 4 piani 
distinti di un fascio, che possiamo supporre abbia per asse la retta ;(=/=o, 
quindi si deve avere: 

/:0'>^>o-/4 0>t,o=ifoo> 

ove 4*4 fe * uï^ forma (di 4** grado) in :(, /, tale che l'equazione 
i(^{^ <) = non abbia radici multiple. 
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Con dò, l'equazione di FJ*'** diviene : 

(2) x'f + 2xtfXy, i, + Ul(y* K.0- *4fc 0] = o. 

Quesu, fintanto che l'equazione ^^(:C, i) = o sia priva di naà 
multiple e fintanto che il coefficiente di ^' in f^(jf x.9 ^ diverso di 
zero, rappresenta una f ^*'**. Nel caso in cui la ^ entrasse al i** grado 
in f^(jf Xf 0> sarebbe una rigata (dotata nella retta ^= I = o d'un luogo 
di tacnodi). 

Prima di chiudere questo n^, vogliamo conoscere qual sia la SDgo- 
larità che la superficie F^'''^ ha nel punto 0. Perciò, s^uendo i concetti 
esposti dal signor S eg re *), applichiamo alla superficie f^*'*^ una tra- 
sformazione quadratica generica che abbia come punto fondàmentde fl 
punto 0. Al tacnodo di F]^'^^ verrà a corrispondere una retta o' doppia 
della superficie trasformata. In particolare, alla direzione OP, asse ad 
fascio di piani secanti F^^'^^ secondo coppie di coniche, corrisponderà una 
certa retta p' non appartenente alla superficie trasformata, e che s'appog^ 
alla retta o' in un punto Q\ Tale retta p' non può esser tangente in 
Q' alla superficie trasformata, perchè altrimenti (dovendo contenere an- 
cora un punto quadruplo di questa superficie, che è di 6^ ordine) vi ^- 
cerebbe per intero. Ora i piani che passano per la retta p', secano la 
superficie secondo coppie di cubiche che hanno un punto doppio comune 
(tìA punto quadruplo della superficie) e che si toccano in Q' secondo 
un contatto tripunto (perche tali cubiche sono le trasformate delle coni- 
che giacenti su F|*'*^). 

Segue che li superficie trasformata ha in Q' un oscnodo. Laonde: 

// punto singolare di f ^*''* è un punto doppio cui sia infinitamente 
vicina una retta doppia infinitesima, la quale contenga un oscnodo (nella 
direzione OP). 

Nel caso speciale in cui la ^^(Xf dell'equazione (a) sia divisibile 
per /, tal singolarità si specializza: tutte le sezioni per posseggono ivi 
un regresso di 2* specie. 

La singolarità della F[^'^^ viene in tal caso (ed in esso soltanto) ad 
essere un punto doppio a cui è infinitamente vicina una retta doppia infinir 
tesima sulla quale stanno un oscnodo (nella dire:^ione OP)ed,in generale, 
due tacnodi. 

Questo vedcsi trasformando l'equazione (2) con una trasformazione 



loc. cit. 



•) s e g r e : Sulla scomposizione dei punii singolari ielle superficie algebriche, 
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qiudratica avente in un punto fondamentale e la cui conica fonda- 
mentale non incontri OP (è m^lio che sia una coppia di rette, per sem- 
plidti di calcolo). Le direzioni dei due tacnodi sono quelle ottenute se- 
guido il piano t = o coi piani f^(y, ;(, o) = o. In particolare i due 
tacnodi possono condensarsi, quando la /^()p, ^ o) sia un quadrato. Una 
tal siq>erficie verrà sèmpre considerata cotne una specializzazione della 
FJ*'** e continueremo a chiamarla con questo nome; qualora poi la v<h 
guanto distinguere, la chiameremo F|''*''^ 

4* Hnora abbiamo supposto che le sezioni fatte sulla F^^ rappresen- 
labile sul cono cubico, con fHani passanti pel punto doppio 0, fossero 
£ genere i. Resta a supporre che essQ siano invece di genere 2. Do- 
Teado essere il genere p di F^ nullo, due casi possono d^ursi : 

I® o il punto doppio non abbassa p ; ed aUora necessariiamente la 
F^ è dotata di altri punti doppi abbassanti p^; 

2^ od il punto produce abbassamento su p . 

Fermiamoci a discutere il 2^ caso, il solo che abbia importanza, per- 
chè nd primo, invece che esaminare il punto 0, conàd^eremo un altro 
punto doppio abbassante p^. 

U pimto è quindi un punto uniplanare. Proiettando da la F^ 
•opra un piano, veniamo a rappresentarla sopra un piano doppio la cui 
curva di diramazione dev'essere (n^ i) una curva Q decomposta in tre 
coniche toccantisi in due punti dati J^ £, ovvero toccantisi in un solo 
ponto A, secondo un contatto quadripunto. 

Poniamoci, pel momento, nel i^ caso. 

Osserviamo che il piano tangente in alla F^ deve secarla secondo 
ona curva razionale o secondo un insieme di curve necessariamente ra- 
zionalL Osservando (mercè la rappresentazione sul piano doppio) che le 
sde seâoni razionali fatti con piani per possono essere quelle ottenute 
col piano A OB ovvero coi piani die da Ó proiettano le tangenti alla 
curva di diramazione Q nei punti A q By si ricava che il piano tangente 
in ad F^ può essere soltanto uno dì questi 3 piani. Dico che esso non 
può essere A OB. Difatti scegliamo nello spazio un sistema di coordinate 
proiettive x,, x,, x^, x^, assumendo il punto (0, 0, o, i) nel punto 
ed il piano x^ = o nel piano AÔB. Osservando che il cono circoscritto 
da alla F deve scindersi in 3 coni di 2^ ordine toccantisi lungo le 
due generatrici OA, OB, assumiamo i due piani tangend a questi tre 
coni lungo OA, OB, rispettivamente cömie piani x, = o, x, = o. L*e- 

Mmd, Gire Uêttm, PmUtwu, u XIV (1900). — Suunpato il 9 ottobre x8^. 6 
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quazione della superficie F^ deve anzitutto assamerCy se il piano Xj=o 
i tangente in ad f^, la forma 

essendo Ç,(x,x,Xj) e Ç^(x,x,Xj) forme ternarie di 5* c 4*ordÌDe m 
*i> *i> *,• Porremo dunque: 

essendo « una costante ed A^, A^, A^ tre forme binarie in x,yX,de{^ 
ordini i, 2, 3. Analogamente porremo: 

ç^ s P*; + x]B, + x]B, + x,B, + B,, 
essendo p una costante e 5,, B^, B^, 5^ forme binarie in x^, x,, dd 
gnidi ly 2, 3, 4. L'equazione del cono circoscritto da O ad /^^ sardibe: 

*«sç; — x;ç^ = o, 
mentre, d'altro canto, esso dovrebbe comporsi di tre coni di 2^ ctaot 
tangenti lungo OA ed OB ai piani x, = 0, x, = o. Quindi dovrebbe 
essere 

* B (ax.x, + ^x;)(flx,x, + |*a^)(Ä*.*a + I^,^» 
essendo le f^, > f^, > f^| > ^ costanti ed a ^ o. Uguagliando ndle dne 
espressioni di 4* i termini privi del fattore x^, sorgerebbe: 

A]^a^x\xU 
il che è assurdo. 

Resta quindi a supporre che il piano tangente in ad jF^ sia uno 
dei piani tangenti lungo OA e lun.;o OB ai tre coni in cui si decom- 
pone il cono 4» circoscrìtto da ad F^. Continuando a tenere lo stesso 
sistema di coordinate proiettive, e supponendo quindi che il piano tan^nte 
in ad f^ sia uno dei piani x^ = 0, x^ = o, ad esempio, quest'ultimo, 
l'equazione di f ^ dev'essere della forma : 

^K + 2x^?3(x,x,x,) + ?,(x,x,x,) = o, 
ove poniamo : 

^^^ ?4(^.^a^3) ^ P^Ì + ^lB^ + ^Ì ^a + ^. 5, + B^ , 

ove a e ß sono costanti e le A^ , B^ sono forme binarie in x, , x^ , dei 
gradi indicati dagl'indici. 

H cono circoscritto da ad F^ è: 

* = ?; — ^Ì?4 = ^> 
d'altro canto, dev'essere; 
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quagliando quindi i coefficienti delle vane potenze dì x, nelle due espres- 
sioni di 4>, à hanno le relazioni: 

a* — ß = o 
211 A, — 5,^0 
A\-^2xA^ — B^so 
(4) {2aA,^2A,A,-B^^a'x\ 

Al + 2A,A^-.B^^ a*(,t. + (t, + ,t,)*ìx; 

A queste si soddisfa scegliendo ad arbitrio b costante a ed il bino- 
mio A,^fx^-\- gx^, e ponendo : 

(5) ^ ^4 ^ ^: + 2^.^, - «Xf-. + f*, + ^)*>; 

^ Bj = 2a^j + 2A,A^ — a}x\ 
B^^A\ + 2aA, 
B, S2a^, 

\ ? = «•• 

La retta OB (*, = x^ = o) appartiene alla F^, anzi il piano tan- 
gente in (x, = 0) seca la F^ secondo la retta OB contata 2 volte ed 
una conica residua. La retta OA (x^ = * = 0) non appartiene invece 
ad F^, essa la seca ulteriormente nel punto P di coordinate (0, i, 0, 
— a), ü quale è doppio per F^. Siccome la scelta del piano x^ = o è 
stata arbitraria, assoggettiamo per ora questo piano a passare per tal punto. 
Allora Usogna porre a=:o, e quindi per le relazioni (5), ß = o, £,^0. 
Il cono tangente in P ad F^ ha allora l'equazione : 

X*+2X^^. + B, = o, 
ossia, per le (5), 

K + ^,r = o. 

n punto P è quindi unìplanare, e possiamo imporre al piano x =o 
di esser tangente ivi alla F^ (perchè nonio è certamente il piano x^ = o, 
né Xj = 0). 

Con dò, si viene ad avere : 

A,^o 
e quindi, per le (5), 

B^&o. 



3S fSASCSS&. 



(Cj <«:-i-^^^^,«x->.fr— **4x.-{-*|^i-/j<j^ = 0. 



/ = ^ + F. + .»,; f = F..», + F.Fx + F.F.; ' = F.F.F,- 
•'— /F' + fF — ' = «^ 
(7) « + «'.'.','. + "Î», 4- »*!'. + «xjxj = o. 



n cooo arooscncD ad F^ dal pamD (o^ o, o^ i) si deooaqiQoey n^m e 
rt ¥Ìsa>y od tre com: 

«^.^a + Fi^ = o (i = i.a. A 

«seado pi., F,. F, •« ™*« dcffcquazioDe : 

(8) 1^' TZr^ --^-n^ = o. 

4t^ 1^ 

L'cqoaziooc (7) resta invariata di (òmia quando si scambiano x,, 
X ed X,, X ; il che mostra che la singolariti di F^ nel ponto (o, i, o, o) 
è simile a qudla che f ^ ha nel pmito (o, o, o, i). Il cono drcoscritto 
ad f dal punto (o, i, o, 0) â deamponc nei tre coni; 

*x,x^4-Vxì ^o (1=,^^ jj^ 

che toccano i piani x^ = o, x^ = o rispettivamente lungo le rette 
JÇ _jf =0, X =x =0; ovele\,X^,Xj sono le radidddl'equazione: 

Su quesu supcrfide (come à vede dalla rappresentazioae sul piano 
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doppio) i coni del fascio: 

öx.x,+ |xx; = o 

(ove |4 è un parametro) secano, oltre la retta x^ = x^ = o contata ^ 

volte, coppie di cubiche gobbe C^ appartenenti ad un fascio ellittico (e 

corrispondenti alle generatrici del cono cubico). 

I coni 

bx^x^'\''kx\ = 

secano pure coppie di curve C^ dello stesso fascio (oltre alla retta 
x^ = x^ = o, contata 2 volte). Le curve C^ passano tutte pei punti (0, o, 
^9 i)^ (o> I, o, 0) ed ivi toccano rispettivamente le rette x, = x^ = Q, 
x, = x^ = o. Due Cj ottenute secando la superficie con uno stesso cono 

ax,x, + fix; = o, 
si toccano in .(o, 0,0,1) secondo un contatto tripunto. Analoghe cose 
dicansi per le coppie di C, secate dai coni dell'altro fascio : 

iXjX^ 4"^^Ì = o- 

La superficie testé trovata verrà denotata con F^^'^K II solo caso in 
cui tal superficie degenera in una superficie razionale è quando u = o 
ovvero t; = o o, più in generale, quando l'equazione (8), e quindi an- 
che la (9), wun^tte una radice multipla, perchè allora la suporfide & rap- 
presentabile su un piano doppio la cui curva di diramazione si riduce ad 
una conica, ed è quindi razionale. 

Per istudiare la singolarità che la superficie f ^^''* ammette nel punto 
doppio (o, Q, o, i), trasformiamo la (7) colla trasformazione quadratica: 

x^=y^y^; x.^y^y,; x^'^y^y^i ^^=y^(y^+y^\ 

Dividendo l'equazione risultante per il fattore y^y^^ si ottiene la 
equazione ; 

>.yâ(y, + 3^,y + ^y^y.y^iyi + y,)y2 + ny,y]yi 4- 
+ ^yl(yi + yy)y4 + ^y'yiyl = o- 

In questa, al punto singolare (o, o, o, i) viene a corrispondere la 
retta y^=iy^z=o secondo cui la superficie vien toccata dal piano y^ = o. 
In particolare, su questa retta, il punto (i, o, o, o) è un tacnodo; Ü 
piano tacnodale è y^:=o. 

La singolarità della F^'''^ nel punto x, :=; x, = x, = o è dunque 
un punto doppio cui si sia avvicinato indefioitamente un tacnodo ^. 

La stessa singolarità ha la F]^'^^ nel punto (o, i, o, o). 



*) Vedasi per questt singolarità e la sua composiàone : S e g r e : Sulìa scùmp^^ 
n^joËê, etc., loc. dt» n® 21. 



I3&. 



Dunque : 

la superficie F^'-'* t dolala di dme fmmk 
quali è un punlo doppio cui s'è 




5. Nel n^ 4 abluaino supposto che, 
punto doppio O sopra un piano, la F^ ' 
(loppio la cui curva di diramazione si compooen di nz 
tisi in due punti dad. Resta da br l'ipotesi die h cam £ 
del piano doppio si componga di tre cooìdie vuà wtìw jd udo 
punto À secondo un contatto quadripunto, ossìa resa da far 
elio 11 cono circoscrìtto ad F^ da O si span in tre cani £ 2* 
(in iducibili)p tocantisi lungo la generatrice OA^ seooodo un aaaano di 
]* ordine. Tali coni verranno denotati con K^, K^, K^ccaa(K)wcni 
denotati) il fascio di coni di 2^ ordine cm essi nnyi ini g noo. Qami- 
cianuv collo scegliere nello spazio un sistema di coordinate praez&ve x,, 
x\ • .V, I x^ assog^ettAndo per ora il tetraedro coonfioato mtaii i n aBe s^ 
Kucnti C4)ndixioui: 

êi) ì\ punto (o, 0,0, x) sia nel punto O; 

b) il plano X, = o sia il piano tangente ai oom £ (K\ famgo k 
Krncratrico baso OA; 

i) il piano X. = o passi per O^; 

1/) il piano .V, :::= o sia il piano tangente ad un certo cono JT (preso 
ionuin(|UC| purclii diverso dal piano x, = 0, contato 2 volte) dd £uck) 
(A*), luuKo la generatrice in cui UT è secato (oltre ad Od) dai piano 

Intpoiiianu) per ora soltanto queste restrizioni al tetraedro coordi- 
nalo : in ticKuito ne imporremo ancora altre. L'equazbne del cono K 

kAì\\ 

iix,x^4" ^xj = o, 
con iiyiì e h r/ o. Le equazioni dei coni K^, IT,, K^ saranno: 

ijx.x, 4. hx[ + \x\ = o 0=1, 2, jX 

ove i nunuTÌ X^ , \, \ sono costanti e diversi fra loro. 
Poi remo, per senipliciti : 

Clou ciò X^, >^, X^ sono le radici dell'equazione: 
(ï") V^py + q-k — r — o, 

che non deve ammettere radici doppie. 

Il piano tangente nel punto uniplanare (n"" 4) alla F^ è necessa- 
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riamente x^ = o, perchè (e lo si vede colla rappresentazione di F^ sul 
piano doppio) esso soltanto leca F^ secondo curve tutte razionaU. Sicché 
^equazione di F^ sarà del tipo : 

(il) <^ + 2x^ç,(x,, x„ x,) + ç/x,, x„ x,) = o, 

^^^ ?} ® ?4 ^^^ forme dei gradi 3 e 4 in x,, x,, x^. 
Porremo : 

c^sßx; + x;5, + x;£, + ^,5, + 5^, 

ove le ^j, B. siano forme binane m x,, x^, dei gradi indicati dai loro 
indid ed a, ß sono costanti. 

n cono circoscrìtto da ad F^ è 

mentre, d'altro canto, esso dev'essere: 

X 

Fra i due primi membri di queste due equazioni deve quindi esservi 
proporzionalità, ma noi intendiamo incorporato in a, b, \,\,\l3L ra- 
dice cubica del fattore di proporzionalità, sicché possiamo dire che de- 
v'essere: 

I 

Uguagliando nei due membri di questa i coefficienti delle singole 
potenze di x^ , si hanno le relazioni : 

**j " ^a 

2A^ji^ ^ ^ab^x^x^ 

2olAj -4- 2A,A^ — Bj ^ 2abpx,xl-\- a'*} 
A\ + 2<.A,-B,^a'px', + bqx\ 
2clA^ — 5, ^aqx^ 
«* — ß = r. 
A queste relazioni si soddisfa pigliando ad arbitrio la costante a ed 
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U Innomio A, oi (ix, -f vx, cd m<fi ponendo : 
/ A^ s b^xl 
A,s-^ab^x,x^ 

B^^ab^A^xl-^a'bx'X-k'pxl 
(») l . '. 

B,^A\+3iiab^x^x,-a'pxl — bqxl 
B^&iaA^ — aqx^ 
ß =«* — r. 

Dctenninando in questa guisa le forme f,, f^ che entrano in (ii), 
verremo a determinare la superficie di 4^ ordine soddis£icente alle con- 
dizioni volute. 

Per averne l'equazione ancor più semplificata, sottoponiamo a no- 
velle condizioni il tetraedro coordinato. Perdo : 

e) scegliamo anzitutto il cono UT, di cui s'è parlato in d), in ma- 
niera che poi risulti /> = o, e dò sempre si può, evidentemente, ottenere. 

Dopo aver fatto dò ed avere conseguentemente scelto, com'è detto 
nella J) e nella e), i piani x, = 0, x, = [ferme restando le condi- 
zioni a) e i)], osserviamo che la retta x,=Xj = o secherà la superficie, 
oltre che nel punto (0, 0, 0, i) in un punto da esso distinto (come si 
vede dalla (11), badando alle (12) e tenendo presente che /> = o). 

Il piano Xj = e cosi anche il piano x, = o non toccano la su- 
perficie in tal punto, perchè nessuno di tali piani appartiene al cono cir- 
coscritto dal punto (0, 0, 0, i) alla superfide. Noi: 

/) sceglieremo per piano x^ = quello che tocca la superfide nel 
punto (diverso da (o, 0, 0, i)J in cui essa è secata dalla retta x,=x^=o, 

g) sceglieremo inoltre il punto unità in guisa che risulti fc"*" =r i. 

Con ciò, verremo a semplificare Tequazione proveniente dalla (11) 
e dalle (12), perchè, per h maniera con cui s'è scelto il tetraedro fon- 
damentale, risulta : 

/) = o, a = o, A^^o, b^=i. 

L'equazione (11) allora, scritta per disteso, dopo aver tenuto conto 
delle (12) e di queste condizioni, diviene: 
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— aqx^x\ — qx\o^^ — ^'^!^, ^a*xjx' = o *). 

Teniamo presente però che nella (i 3) è a :7e o e che i numeri q 
ed r son tali che l'equazione 

(14) V -|- j^ — r = o 
sia priva dì radici doppie. 

La retta jc^ = x^ = appartiene alla superficie» anzi il piano x^ = o 
seca la superficie secondo tal retta contata 2 volte e la conica: 

X, = o, 2x,x i-a*xj = 0, 

4 
conica la quale tocca nel punto (0, 0, 0, i) la retta x, = x^ = o e nel 

punto (o, I, 0, 0) la retta x^ = x^ = 0. 

Sulla superficie (13) esiste (come sappiamo) un fescio ellittico di 

curve razionali y> sezioni variabili di essa con coni del fascio : 

(15) ax,X3 + x', + ^x; = o, 

ove 1 è un parametro. Sopra ogni cono di tal fascio stanno, come sap- 
piamo, 2 curve Y- I coni (15) toccano il piano x^ = o lungo la retta 
X, = Xj = (anzi essi si toccano ivi, scambievobnente, con contatto di 
3® ordine), e lungo tal retta il piano x^ = tocca anche la superficie. 

La retta x, = x^ = o è dunque contata almeno 2 volte come in- 
tersezione fissa della superficie coi coni del fascio (15). Ma non è con- 
tata più di 2 volte, perchè, altrimenti, le curve y dovrebbero essere co- 
niche o rette e si vede subito che ciò non può avvenire. 

Quindi le curve y sono cubiche gobbe, che denoteremo con C^. 
Due qualunque dì queste curve non possono secarsi in punti distinti dal 
punto (o, o, o, i), perchè la superficie non può possedere curve doppie, 
né possiede punti doppi, diversi da (o, o, 0, i) sulla retta x, = x^ = o, 
quindi diu C^ generiche si toccheranno nel punto (0, 0, o, i) suondo un 
coniaUo quadripunto, mentre due C^ ottenute secando la superficie con uno 
stesso cono del fascio (15), si toccano ivi con contatto quipunio. 

La superficie in discussione verrà denotata con F^^'^K I piani lungo 
la retta x, = x^ = la secano (oltre che in questa retta) in cubiche 
dotate di flesso nel punto (0, 0, 0, i) e toccanti ivi la retta x, = Xj = o, 



*) Le condizioni a), b), e), J), e), /), g) lasciano ancora indeterminazione nella 
scelu del tetraedro fondamentale, e forse potranno ottenersi equazioni più semplici 
di (13), profittando di quest'indeterminazione, ma a me non è riuscito. 

SU$t4, Ciri, Muim. PéUrmo, t. XIV (i^oo). — Sumptto U io ottobre i8^. 7 
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n cono circoscrìtto alla F^''^, rappresentata «dall'equazione (13), dal 
punto (o, o, Oy i), si spezza nei tre coni; 

ax.x, + xj + \x; = o, (t=l. 2, j) 

ove >,, \, >j, sono le radici dell'equazione (14). 

Con ragionamenti analoghi a quelli dei n* precedenti^ si mostra die: 
la singolarità ddla F^^'*^ nel punto {p, o, o, i) è un punto doppio a ed 
si sia avvicinato indefinitamente la singolarità che trovammo sulla super- 
ficie F\'''^ (n^ 3). 

6. Passate cosi in rassegna le superficie di 4^ ordine rappresentabili 
sul cono cubico, vogliamo vedere quali di esse possano ulteriormente acqm- 
stare punti doppi e quanti ne possono acquistare. Escludiamo subito k 
rigate, che non possono, com'è noto, avere punti multipli isoIatL 

Cominciamo ora dal mostrare che: 

le superficie F^*''*, F^^'** non possono possedere punü doppi oUre qudU 
che già sappiamo appartenervi (n* 4 e 5). 

I^igliamo, ad esempio, a considerare la superficie F^^'*\ e proiettii- 
niola, da uno dei suoi due punti singolari gii esaminati (n** 4), sopra un 
piano. Denoteremo con il punto singolare considerato, con O' raltro 
punto singolare, con 9 il piano su cui proiettiamo la F^^'^K Essa viene 
ad essere rappresentata sopra un piano doppio f la cui curva di dirama- 
zione si compone di 3 coniche toccantisi in due punti A, B, ove ^ è il 
|)unt() ove ff è secato dalla retta 0' e £ il punto ove f è secato dalla 
retta, uscente da 0, la quale vien toccata in dalle cubiche gobbe dd 
fascio ellittico appartenente ad F^^''\ Se la superficie contenesse un puùto 
doppio 1\ oltre ed 0', dico anzitutto che P non potrebbe appartenere 
alla retta Oli Difatri, i piani per OB secano (n** 4) la F^^'*\ oltre chö 
lun;{o O/i, secondo cubiche piane aventi in un flesso ed ivi per tan- 
gente la OB: sicché tutti i punti di OB diversi da sono semplici per 
la /''^*''^ D'altro canto, sia C il punto in cui la retta OP seca il* piano f. 
Ijc rette del piano <f passanti per C, dovrebbero corrispondere (doppiamente) 
alle sezioni variabili di F|'''^ con piani per OP. Intanto il punto C è 
diverso da 7J, ed è anche diverso da A^ perchè la retta O'O noil può 
appartenere alla superficie (n° 4). Adunque le rette del piano ç, passanti 
l)er C, incontrano la curva di diramazione di <p in 6 punti variabili (o in 5), 
e ijuindi le sezioni variabili di F^^'*^ per OP dovrebbero esser di genere 2, 
il che non può mai avverarsi nel caso in cui P sia un punto doppio. 
Ragionamenti analoghi servono per la F^''*^ 

Passiamo ora a discutere il caso della superficie F^*''^ (n® 3). Deno- 
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damo con 0, 0' i suoi tacnodi, con tt, iz' i piani tangenti. Assumendo 
nello spazio un sistema di coordinate cartesiane omogenee x, y, :^, t, ponendo 
i punti 0, (y all'infinito sugli assi delle x e delle y^ e pigliando come 
piani IT, ir' i piani 3^ = 0, x = o, Tequazione della f ^*''^ è, come sappiamo: 

xy + 2X).A(:c, 0+/,fc 0=0, 

essendo /^ ed /^ forme di 2** e 4** grado in :(, < taU che l'equazione 

sia priva di radici doppie. 

Proiettando da la superficie sopra un piano doppio f , questo viene 
ad avere come curva di diramazione il sistema di 4 rette distinte, passanti 
pel punto A^ ove ç è secata dalla retta 0' (n° 3). Ora, se f ^^''* deve 
possedere un punto doppio P, diverso da e da 0', tal punto non può 
stare sulla retta 00\ perchè essa non può appartenere alla F^*''^ 

Denotiamo quindi con B Tintersezione del piano 9 colla retta 0V\ 
il punto 5 è diverso da ^. Le rette di ç per 5 corrispondono doppia- 
mente alle sezioni variabili di f|^''^ con piani per 0V\ ^^ siccome esse 
secano la curva di diramazione di 9 in 4 (o 3) punti variabili, segue che le 
sezioni variabili di F^*'*^ con piani per OP devono esser curve di genere i. 
S^[ue che la retta OV appartiene ad f ^^''^ e che le sezioni residue di que- 
sta con piani per P sono cubiche passanti per P e tangenti in alla P. 
Quindi fra i piani passanti per OP^ ve n'è uno che tocca F^*'*^ lungo OV. 
Si vede subito che questo piano deve essere necessariamente quello tan- 
g^te in ad P^*''^ Quindi la retta OP deve, contata 2 volte, apparte- 
nere aU'ifUersexione di F]^''^ col suo piano tangente in 0. Analogamente la 
retta O'P appartiene, contata 2 volte^ aWinterse^ione di f ^*''* col suo piano 
tangente in 0'. H punto P giace quindi sulla intersezione dei piani tt, tt' 
(asse delle i). 

Ora i piani w, w' secano la P^'''^ ciascuno secondo 4 rette, interse- 
zioni di questi piani coi piani 

Afe = 0. 

S^ue che al massimo 2 sono i punti doppi che possono essere ulterior- 
mente contenuti da una P^*''^ . E, per verificare che, efiettivamente 2 punti 
doppi possono esser contenuti da una P^*''^ (oltre ai tacnodi che essa pos- 
siede), basta supporre che uno di essi sia nell'origine delle coordinate, l'altro 
nel punto all'infinito dell'asse delle :(, per ]a qual cosa basta che sia 

Ip particolare, potrebbero tali punti essere mfinitamente vicini, ad es.^ 
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nell'orìgine. Alton 

Badando, in ogni caso, che Fequaaooe 

dev'esser priva di radid multiple, si vede che quando vi sono, oltre O ed 0", 
2 punti doppi distinti, essi sono munariamaiU coma, mentre quando ve 
n'ò uno solo, esso può anche essere bq)Iaiiare ed avere, in particdare, 
un solo altro punto doppio infinitamente vìdno. 

Dunque : 

La F^l'^ pub avere o, i, 2 punti doppi, oltre Oei (y, privi di altri 
punti doppi infinitamente viäni, ovvero una a^ia di punii doppi tra loro 
infinitamente vicini. 

Pasmmo ora a discutere il caso della superficie F^^*\ Esso esige una 
snalitti un po' minuziosa. Denotiamo con il punto singplare (tacnodo 
bpccialc)» a)n ir il piano tangente ivL Se P è un ulteriore punto doppio, 
ttì diiiiottCra, come avanti» che la retta OP appartiene ad F^^'*\ e che anzi 
v*É un piano che tocca la f^*'** lungo OP. Servendosi della rappresen- 
U^mo (lì** j) della F^*'*^ su un piano doppio (proiettandola ivi da 0), 
e pcubando che il piano che tocca la F^**** lungo la OP deve secare la 
J'***** liiiigo un insieme di curve razionali e che nello stesso tempo OP 
dtfvV*bt>cr contenuta in tt» si trova che precisamente il piano x deve toc- 
care la F\**'^ lungo la retta OP. Ciò posto, scriviamoci Tequaâone di f ^*'** 
in coordinate cartesiane omogenee, ponendo il punto all'infinito sul- 
Tatj«« delle X ed il piano w nel piano all'infinito. L'equazione di P^*'*^ è : 

la /, e ^^ essendo forme nelle variabili indicate in parentesi, dei gradi 2 e 4. 
Teniamo presente che la y entra effettivamente al 2** grado in /, e che 
l'equazione ^^(t, /) = o non deve ammettere radici multiple. 
Perciò poniamo: 

/,Cy, ì> 0^^y" + ht + <^^' + Kmy + n:O + i^" 

e teniamo presente che a^o. Poniamo inoltre : 

Se la superficie possiede un punto doppio P, essa dev'esser toccata 
dal piano t = lungo P. Ora possiamo supporre essere il punto P il 
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ponto all'infinito sull'asse delle :(. La F^^'^^ deve allora venir toccata dal 
piano i = o lungo la retta all'infinito del piano delle x, ;( e perdo biso- 
gpa che s'abbia: 
(16) e* — a = o, bc = 0. 

A queste si può soddisfare in due modi. Si può anzitutto volere che 
sia e :7e o. Allora èar^o, ft = o:il piano t = o seca la superficie nel 
astenia di rette che hanno per equazioni: 

/ =z= 0, ay*(ay^ -j- 2c^*) = o. 

Tenendo presente che a^o, c^o e che quindi il binomio 
ay -|" ^^^ ^^^ ^ ^^ ^^ quadrato, si ha che, in tal caso^ non vi pos- 
sano essere punti doppi posti fuori della retta all'infinito dd piano delle x, ;(. 
Ma su questa retta non può esservi che un sol punto doppio diverso da 0, 
perchè altrimenti essa sarebbe doppia per la superficie, il che (n® 2) Ô 
assurdo. 

Adunque un solo pub essere, in tal caso, il punto doppio, diverso da 0, 
che pub possedere la superficie F^^'^K Per vedere che esso può efiettivamente 
esistere, basta supporre a = c*, b = e ß — 2cn = o, e con dò tal 
punto P lo si viene a porre all'infinito sull'asse delle ;(. 

Proiettando da P la P^*''* sopra un piano, si vede subito che la P^*'** 
viene cosi a rappresentarsi sopra un piano doppio 9 la cui curva di dira- 
mazione si compone di tre coniche toccantisi in uno stesso punto A secondo 
un contatto quadripunto (^ è il punto ove ç è secato da OF). 

Mediante questa rappresentazione vedesi che il punto P è necessaria- 
mente un punto doppio conico. 

Passiamo ora al caso in cui si voglia soddisfare alle (16) ponendo 
e = o. Sorge allora a = (e quindi la superfide si specializza in una 
piw)y o^J^ 5g mj punto P doppio, diverso da 0, esistesse, esso potrebbe, 
per dò che s'è detto, porsi nel punto all'infinito dell'asse delle :(. Ma allora 
dovrebbe essere ß = o, il che (essendo a = o) è incompatibile col fatto 
che l'equazione 4*4 fe = ^ dev'esser priva dì radid doppie. 

Dunque: 

la superficie P^*''* non pub possedere, oltre ad 0, che un sol punto dop- 
pio (conico); la superficie specialix,:^ata F]^'*'^^ nessuno. 

7. Riassumendo dò che abbiam detto nd n^ precedenti, si ha il seguente 
teorenu: 

Le superficie di 4^ ordine, irraz}onali, di genere geometrico superfidak 
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p^zziQo som com (ina^amaS) omro $jm k mperßck rscudU nd segtunfe 
qujJro CU quak sono rafpresadabSi sml coma cmUcoy. 

Per mg^or comodai del kttore tenteremo <fi riassume^ pi 3 <I92i^ 
k proprietà più saEenti <fi tali soperfide» p r opri et i die ffi> abbiamo ciy>- 
vaie. Però, siccame tut» non si può r nw i iim e, prc^iìamo il lettore, 
die vog^ conoscere ddle ^arìe superficie tutti i risaltati coi samo per- 
veunn, <fi Ingerii nd vari tf in cui le abbiamo cfis cn sso. 
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ìj 



I QUADRO 

9kperfleie Ot 4° irdene, Irrazionali, noti coni* dt genere p^^b^ 
eloêHfieato a seconda delle loro singolarità. 



LORO 
IOHMAZIONE. 




ALTRE SINGOLARrrX 
CHE POSSONO POSSEDERE. 


i«...) 


Due rette (sghembe) doppie ^ 





FU.*) 


Uòa reha tacnodale ^). 





JHl.,) 


Due tacnodi 


punto doppio Ùplanare, fl cui asse può 
essere o tangente tripunta ò qtiadri- 
punta. 


f;m) 


Un tacnodo speciale risultante di un 
punto doppio cm sia indefìniumente vi- 
cina una retta doppia infinitesima» sulla 
quale sta un oscnodo. 


ovvero i pùnto doppio conica 


di F<;'*> 


La sua singolarità si ottiene dalla pre- 
cedente, imponendo alle sezioni per essa 
d'avervi un regresso di 2* specie (Per la 
sua con^KSsizione generale vedasi la fine 
dd n"* 3> 





pihD 


Due punti doppi distinti a ciascuno 
dd quali è indefinitamente vicino un 
tacnodo. 





FO,a) 


Un punto doppio cui è indefìniu- 
mente vidna la singolarità che defimsce 
unaF^»'*). 






*) Ss fiitmna di cMt ttftaot» 4 pimtt f t mli dUtlad. 

**) Sa di tt»A dtiÉUo 4 putii Êàuàd bti k ècéioni pitae haiUlo, ìnHc« eh« UCoOdi, rcf rcMi di i^ tpMic 
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II. QUADRO 

JStuaziani in coordinate omogenee, cui poseono eempre Hdm9l, 
con una trasfùrmaxione omograflcaf le equazioni delle êud/dMê 
euperflcte. 



SUPERFiaE. 


LORO EQUAZIONI. 


SIGNmCATO DEI SIMBOU E CONDmOB 

LE /» ?t + DENOTANO FORME, NELLE ▼*• 

RIABIU INDICATE ENTRO PAISMTH^ 

DEI GRADI DATI DAGL'iNDIO; U % Ifc 

m^ H^ a^ q, r denotano costaiitl 


jry,.) 




L*equtzioiie 
è priva di radid muitipk. 


n-" 




La y entri al i^ grado in /, , ilsno 
coeffidente dipende effetthramente da (; 
l'equazione : 

1^(^,0 = 
è priva di radia multiple. 


^4 


x»y + 2xjr/,a. + /4(^0 = O 


L'equazione: 

fì-f, = o 
è priva di radid multiple. 


^4 

sua spedaliz- 
zata F\^'^''^ 


idem 


La y entra effettivamente ai 2® grado 
in /a ; Tequazione ^^ (^, t)z=:o h prin 
di radid multiple. 

idem; ancora ^^(it ^ divisibile peri 
(ma non per /*). 


F^hi) 


yU^ -{- m X y it + n x^ l' -{- u Ti^ 


Il ^é 0, vj6o 
e requazione: 

(dò che fa lo stesso): 

m* — 4« , ttf» 1 « 

4f^ /r 
non ammette radid multiple. 


FM 


lU^+^axy^t + iyU^ri^ 
— aq X ^i — q y* l'^ — a' x3 ^ 


fl ^ o; l'equazione 

X34-JX — r=:0 
è priva di radid n^ultiple. 
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III. QUADRO 

raztanaU y che formano sulle varie superficie predette 
fascio ellittico. 



CURVE Y. 



Rette appoggiantisi alle due direttrici doppie, secate coppie a coppie dai piani 
passanti per una qualunque di esse. 



Rette secate coppie a coppie dai piani per la retta tacnodale. 



Coniche secate coppie a coppie dai piani passanti pei due tacnodL 



ioni 



Coniche secate a coppie a coppie dai piani passanti per la retta congiungente 
il punto doppio singolare all*oscnodo della retta doppia infinitesima ad esso infi- 
mtamente vicina. 



Cubiche gobbe ottenute coppia a coppia come sezioni variabili della F|)'') 
con coni di 2^ ordine aventi il vertice in uno qualunque dei punti singolari e 
toccjntisi lungo due generatrici distinte. Una di queste è la retta secondo cui la 
F^^'*) è toccata dal suo piano tangente nel punto singolare dato, e tal piano è 
tangente comune bri ai diversi coni di 2° ordine; l'altra è la retta che proietu il 
2^ punto singolare, ed il piano tangente comune ivi ai vari coni è quello che 
da tale retta proietta l'origine del tacnodo infinitamente vidno al 2^ punto sin- 
gdare. 



CuUche gobbe ottenute coppia a coppia secando la superficie con certi coni 
di 2^ ordine aventi il vertice nel punto singolare e toccantisi secondo un con- 
tatto di 3° ordine lungo la retta di F^'''^ uscente da tal punto (n^ 5). 



IfiilMm FtUmc, u XIV (1900). — Stampato il 10 ottobre 18^. 
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8. Osservando che le superficie irrazionali di genere ^^ = o e £ 4' 
orcfine sono rappresentabili (n^ i) su coni irrazionali e quindi posseg- 
gono differenziali totali di i^ spede (e precisamente il numero di qadH 
indipendenti è eguale al genere delle sezioni di tali coni), si ricava il saliente 
teorema: 

Lt superficie di 4® ardine, di genere p^ = o, possedtnü diferen^jali 
totali di 1' specie, sono coni (irnv^ionalt) amero la laro equazione può 
ridursi, con una irasfonna^ione lineare, ad uno dei seguenti tipi: 

a) ^VaU» + a *^?»fe + /^afc = 

*) ^y' + ^xyfXK. O+Afc = 

d) /l* + mxy^it + nx^^C + u^C^ + ^x^y = o 

t) ì*<* + 3 axyx^t -{- ayM — r:c* — «ì^t' 

— qy"^ — ^'x'i — -^a'x'y* = o ♦). 
4 

I coefficienti che figurano nelle equazioni a), F), d), e) soddis£mno 
jillc condizioni esposte nel quadro II, mentre quelli di e) devono soddi- 
sùrc o allo condizioni ivi esposto, relative ad una F^*'*^ od a quelle re- 
Uiivc id una F'^'K 



4 



o. 1\>|H^ avere, nel precedente §, determinato le superfìcie di 4* ordine 
rappi eseutabìli sul cono cubico, vogliamo in questo smdiame la rappresen- 
rione ivi. 

C\>nìit\cìamo dai coni di 4® ordine con 2 generatrici doppie distinte 
i\\ iiìtiiùtamonte vicine. Ogni trasformazione quadratica, dienere, deflo 
Npaiüiv^« avente come curva fondamentale l'insieme di queste due genera- 
ti ici« e couìc punto tondaiiientale un qualunque punto del cono, trasforma 
il coi\o dato in un cono cubico. Ai piani dello spazio dato corrispondono, 
in quello del cono cubico, superficie di 2^ ordine passanti per due gene- 
ratrici (distinte od intinitamaue \ìcine) del cono cubico ed, inoltre, per 



*) Il sig. Poincaré neirenundarc uni proposizione, neUa quale vuole tsse- 
(▼naro \ tipi di equazioni di 4*^ grado in ) variabili, possedenti differenziali totali di prima 
«tpocic, lascia sùiggir^i la t), d\ t) (Comptes Rendus, t XCIX); altrettanto £a il signor 
r i v a r d nella sua Thict U dis jomtions algébriques, etc, loc dt, Cap. V, 5 UI» ^^ 14» 
ucl voler dimostrare la proposizione di Poincaré, 
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un certo punto fisso, fuori del cono. Sicché il sistema di curve sezioni 
{nane del cono di 4^ ordine viene a trasformarsi sul cono cubico in un 
sistema lineare 00' (incompleto) di curve gobbe ellittiche di 4® ordine pas- 
santi pel vertice del cono cubico e tangenti ivi alla 3* generatrice inter- 
sezione del cono cubico col piano che passa per le due generatrici base 
(ed incontranti in un punto variabile dascun'altra generatrice). Il sistema 
completo in cui esso è contenuto, è oo* ed è secato dalle quadriche pas- 
santi per le due date generatrici del cono cubico. Esso rappresenta il cono 
normale di 4^ ordine, ellittico, dello spazio a 4 dimensioni, di cui il cono 
di 4^ ordine dato è proiezione. 

IO. Passiamo ora a rappresentare le rigate ellittiche di 4® ordine. Co- 
minciamo dalla F^'''^ dotata di due rette doppie (sghembe). Denotiamo 
con r,, r^ tali rette. Trasformiamo quadraticamente la F^'*'^ assumendo 
come conica fondamentale la conica degenere costituita dalla retta r, e 
da una generatrice della rigata F^'''^ e pigliando il punto fondamentale 
sulla retta r,. La f ^''^ si trasforma cosi in un cono cubico : le sue gene- 
ratrici si trasformano nelle generatrici del cono cubico. Nello spazio di 
questo, le quadriche corrispondenti ai piani dello spazio di F^'''^ hanno 
due rette basì, poste in un piano, ima delle quali è generatrice del cono, 
mentre l'altra non lo è; inoltre tali quadriche hanno un punto base sem- 
plice sul cono cubico. Sicché le immagini delle sezioni piane di F^''*^ sul 
cono cubico sono curve gobbe C^ , di 5® ordine, dotate di punto doppio 
nel vertice del cono (ed incontranti in un punto variabile le generatrici) 
dotate inoltre di 3 punti base semplici. 

Per trasformare in un cono cubico la F^*'*^ con una retta tacnodale r, 
basterà assumere questa ed una generatrice qualunque di F^''*^ come rette 
fondamentali d'una trasformazione quadratica speciale, ed imporre ancora 
alle quadriche che devono definire tal trasformazioue di toccare la F^''** 
in un punto dato di r, diverso dal pimto ove secansi le due rette già 
assunte come fondamentali. Nello spazio del cono cubico le quadriche 
corrispondenti ai pftni dello spazio ove giace F^''*^ hanno per rette basi 
una generatrice del cono cubico ed ima retta (non generatrice), ad essa 
appoggìantesi, ed inoltre toccano, in un punto della generatrice base, il 
cono cubico. Le immagini delle seàoni piane di F^''*^ sono ancora curve 
£ 5° ordine C^ con un punto doppio nel vertice del cono e 3 punti base 
semplici. 

La differenza tra questo sbtema ed il precedente sta in àò, che nel 
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sistema in discussione i tre punti base seoqifici ed 1 
stesso piano. 

II. Passiamo alle superficie di 4® ordine eoo un bado 
coniche e cominciamo dalla F^'*'^ con 2 tKoodi O^CX. Couac 
(n* 3 e 6)y esistono piani (in generale 4) passanti i^ m i nin ww ranr j mnHB pei 
due tacnodi e contenenti coppie di rette deUa superficie ogpana di oE 
rette giace sopra un piano tacnodale. 

Assumiamo come rette fondamentali d'una trasformaTÌnnr ppaàaàoL 
una di tali coppie di rette, imponendo inoltre alle qoadrìdie passami ivi 
di toccare nel punto il piano tacnodale corriqxndenie. Trasformando 
cosi quadraticamente la F^*''\ essa si trasporta in un cono cubico. Ndlo 
spazio di questo il sistema omaloidico definito daUa trasformaacme è cosd- 
tuito dalle quadriche che passano per 2 rette non generatrici dei cooo^ 
una delle quali tocca il cono in un punto nel quale il cono viene akred 
toccato dalle quadriche. Le immagini delle sezioni piane deDa siqxrfide J^^ 
sul cono sono cosi curve Q di ff" ordine dotate d'un punto base doppio 
e di altri 4 punti base semplici, tre dei quali allineati fn loro, ed inoltre 
tali che il punto base doppio e gli altri 4 semplici stanno in uno stesso 
piano, e che la retta congiungente il punto base semplice, diverso dai 3 
allineati, col punto base doppio è ivi tangente al cono cubico. Nessuno 
di tali punti base cade nel vertice, le Q secano in 2 punti variabili le 
generatrici del cono, etc. etc. 

Per trasformare la f ^*''^ in un cono cubico avremmo pomto adope* 
rare una trasformazione quadratica più generale della precedente : bastava 
assumere come conica fondamentale una qualunque delle infinite coniche 
giacenti su P*''^ (e passanti per due tacnodi) ed imporre inoltre alle qua- 
driche passanti ivi di toccare nel punto (od in O') ü corrispondente 
filano tacnodale. Nello spazio del cono cubico, ai piani dello spazio di F^**'^ 
corrispondono quadriche passanti per una conica non passante pel vertice 
del cono e toccante il cono in un punto, nel quale il cono viene toccato 
dalle quadriche. Cosi il sistema delle sezioni piane di F^'''^ viene a trasfor- 
marsi in un sistema di curve Q di 6^ ordine dotate d'un punto base doppio 
e di altri 4 punti base semplici giacenti con quello in uno stesso piano. 
Tal sisa-ma di curve può perù sempre, evidentemente, riportarsi al sistema 
precedente, almeno finchù il piano contenente i 5 punti base non passi pel 
vertice del cono, ciò che non può accadere per la F^*'** la quale è dotata 
di due tacnodi distinti, uno dei quali corrisponde alla generatrice del cono 
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passante pel punto base doppio delle Q , mentre l'altro corrisponde alla 
sezione del cono col piano passante pei 5 punti base. 

Questa stessa trasformazione può applicarsi alla superficie f ^*'** con 
un tacnodo spedale 0. Sul cono cubico le immagini delle sezioni piane 
di F^*'*^ vengono ancora ad essere curve Q di 6® ordine con un punto 
base doppio e 4 semplici, giacenti in un piano, il quale passa pel vertice. 
Precisamente i 4 punti base semplici stanno 2 a 2 su due generatrici, il 
punto doppio su una 3^ generatrice giacente con quelle in uno stesso piano. 

12. Vogliamo adesso studiare la rappresentazione sul cono cubico 
della superficie F^^''* (n® 4). Noi siamo qui riusciti a rappresentare tutte 
le superficie precedenti, adoperando trasformazioni quadratiche. Qui questo 
non è più, evidentemente, possibile, poiché le immagini delle sezioni piane 
di F^'*'^ sul cono cubico devono secare le generatrici del cono in tre 
punti variabili, e qumdi non possono essere contenute da superficie del 
2® ordine. Qui noi riusceremo a trasformare la F^^''^ in un copo cubico, 
mercè una trasformazione Cremoniana del 3° ordine (e quindi del mini- 
mo ordine possibile), la cui inversa è pure del 3° ordine. 

Anzitutto, scriviamoci l'equazione di F^''*^ in coordinate proiettive, 
sc^;liendo U tetraedro coordinato come nel n^ 4. Allora tale equazione è: 
x*x* -f- mx^x^x^x^ -j- ux\x^ -j- vx\x^ -f- nxjx| = 0. 

Trasformiamola colla trasformazione le cui formole sono : *) 



*, = KX 


^. = *.«,*, 


*a=ì,^: 


^ = -S*j*4 


*, = ì.^,^ 


^,=^; 


*4 = ^i 


^=<\ 



dividendo l'equazione ottenuta per il fattore :(^JCjtJ> s'ottiene l'equazione 
di un cono cubico: 

n cono JTj ha il vertice nel punto 7;^^ =z ^^ =z ^^^ =. 0. 

^ Ho trovato qiüsta trasformazione come prodotto di queste due: 
*i ^^ ^i ^4 Î ^i ^" X.I K2 Î 

*a ^^ yi y^ * y»^ KtK^y 
*4 — ^4 > y 4 — ^1 Î 

la prima delle quali trasforma la F^*^ in ima superfìcie di 4^ ordine con due tacnodi 
ed un punto doppio biplanare. La seconda è una delle trasformazioni quadratiche (n^ 12) 
die fanno passare da tal superficie ad un cono culnco. 



9s rm^scKit. 




(',. *,. *,, ^4) 



IL 



?. 



^,*'--.<— ^^^-^^^^-^'vD = ö- 






î7B» :^ = t,i 3=5a ^ = ^ = ê âsm &Be doppn (ckS^soo 
UHmi tisve; •> Eis u jmao ^ = ^ = z^ = o toccaio 2 pîatiio 
^ = Ol ftr at pnnc pHB pars î ob» X. ci zìi tooci ^ = o c qdndi 
k Sj. Vc£ ym» ^ = ^ = ^. = aeao» k 5^ ck f ^ iwriibno fl piamo 
^ = e mii£ i m iiJiiii £a kroL 

Li SCS& ^ = ^ = o TCTnri 2 amo K^, ofee die nd ponto 

(t, o, — «.o> I^Sj som faimSi am X, Infv nmr C, Äj^ör- 
^britftt» P^M /Hir iior ii]^, aa /«^ ^, = ^^ = ^^ = 
i'mm fnÉf for ârçif , c ■& /nâr ^ = ^ = ^ = o ^m ^mf0 tau 
Infip £M BM ^M^Hir/oc (:w sttfiBi/iQiaaElr) ad?« r««« ^, = ^ = o. 
Con vtagooo qim£ a rzpprcseBSirB s&l cono K^ k sezioni piane di 
F^. Le carre fonifaiin i ri S dd gaema ac * (beare» scwapBcc e conqtoo) 
£ cane C^ sooo a» doè : h avrà scôooe £ iT, col pimo ^ = o e la 
coppia £ gaiaaüjd ^ = ^ = 0, ^=:^ = a Esse ooniqKXidoQO ai 
due punti sii^Qhn ddh P^ 



•^i^ 



13. Oca^nmod ora dcDa rappiesentuione deDa sqwrfide F^^ 
(n* 5). Andie questa ridurremo m on cono cubico mediante ana trasfor- 
mazione Cremoniana dd 3* ordine, smik aDa precedente. Tra tatte k 
possibili, questa è dd inînîmo ordine (n* 12). 

Scriviamod Teqaazicme in coordinate non omc^enee ddk Fl^**^, rica- 
vandola dalla (i 3) del n* 5, dopo aver posto : 

Cxm dò, ale equazione è: 
?* + (3^^> + 2/)ì-(-^a^x«/ + a'x' + ,/.+ a,x + r) = o, 

la quale di: 



*) Vedasi» per tale trasformazione, Cremona: Sulle trasformazioni rai^ùmali 
n$ìlo spaiio (Ann. di Mat, L V, , 1872), n^ 37. 
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ove \y \y X^ sono le radici (distinte) dell'equaâone : 

V -j- ^X — r = o. 
Adoperando la trasformazione di 3^ ordine: 

X = — (x' — y'*); x' = ax 4" y* 

y = y'i y'=y 

l'ultima equazione di F]^'*^ si cambia in 

ossìa: 

^- = x'' + ìx' + r, 

che è l'equazione d'un cono (cilindro) cubico K^ 

Passando dalle coordinate x\ y\ x! ^^ coordinate omogenee (x', 

y\ ^^ *')> l'equazione del cono K^ diviene: 

mentre le superficie S^ corrispondenti ai piani dello spazio (x, y, :(^) hanno 
le equazioni: 

«r(x'r — yo + h'^' + Y^'' + ii2x!f* — 3x'/i' +yo = o, 

ove a» ß» Y» i son costanti arbitrarie. 

Tali superficie hanno neUa retta y' = t' =zo una retta base doppia 
ed ivi come piano tangente fisso il piano /' = o. 

In particolare, nel punto x' = y' = t' = o, entrambe le falde delle 
5j hanno per piano tangente il piano I' = o (ivi hanno un punto doppio 
uniplanare). In tal punto, il cono K^ è osculato dal piano t' = (per- 
chè la retta x' = I' = o è generatrice di flesso ed il piano stazionario 
ivi è il piano t' = o). 

Le superficie 5^ secano K^ secondo curve C^ di 9® ordine i cui punti 
base son tutti condensati nel punto x' = y' ^= t' = o. 

Per vedere la natura di taU punti, osserviamo anzimtto che le su- 
perficie Sj : 

/'(xl' + yO = o, /<'* = o, f' = o 
secano K^ secondo curve riducibili dotate nel punto x' = y' =: t' d'una 
moltìplidd >* 3, mentre la 

♦, = 2 :Cf' — 3 x'yt' + /' = o 
seca K^ secondo una curva dotau in tal punto d'un punto triplo con 
tutte le tmgeati coincidenti nella retu y' = \' = 0. 
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Segue anzitutto che le C^ hanno in tal punto un punto trq>lo, coDe 
tangenti fisse. Inoltre esaminando la intersezione della 0^ con K^ e tenendo 
presente che le intersezioni variabili delle C^ debbono essere 4 *) e che le 
C^ sono di genere 3, vedesi facilmente che la singolarità nel punto 
x' = ^' = I' = o è un punto 3-plo a cui è vicino indefinitamente (nd 
senso di Noether) un punto 3-plo sulla direzione jf' = l' = o ed a 
questo ancora un punto doppio ed un punto semplice (sul piano /'=o). 

n sistema |C^| rappresenutivo delle sezioni piane di F^''^' non dife- 
risce dunque da quello trovato per la F^'''^ per altro che i punti base 
trovansi condensati. Il sistema |C^| ha una sola curva fondamentale: la 
retta x' = /' = o, contata 3 volte. 

14. Nel presente § abbiamo visto che tutte le superficie di 4^ ordine 
rappresentabili sul cono cubico lo sono mercè trasformazioni Cremoniane 
(quadratiche o di 3^ ordine). Le rappresentazioni di esse sul cono cubico 
danno luogo al seguente teorema : 

Denotando con*V il vertice d'un cono cubico econ i, 2, j, ... alcuni 
suoi punti diversi da V, e con 



ig^iF:,..., I-. 2^ 



»I» 



un sistema lineare completo di curve giacenti sul cono ed avenu in F un 
punto base r-plo colle tangenti fisse t, n, ... , ed aventi nä punii i, 2, ... 
punii base oL-pli, ß-pK, ... ; 

ogni cono cubico (ellittico) su cui sia tracciato un sistema lineare 
(completo e semplice) di curve di grado 4 (cioè aventi 4 interse:(ioni varia- 
bili), pub mediante una trasformandone bira:(ionale **) ridursi ad un cono 
cubico su cui tal sistema sia ridotto ad uno dei seguenti tipi: 

(") ic,i s \y]i, 

(0 |GJsli%2', 3',4'.5'l* 

(<0 |C,|s|i',2', 3%4'|,, 



^ Per Ü Càlcolo delle interseziom di due curve su una rigata e per le sue esten- 
sk»Ì9 veggasi la recente Nota del sig. Levi: DdV inter seiionc di due varietà contenute 
in una varietà semplicemente infinita di spa^i (Atti della R. Acc. di Torino, L XXXIV, 1899). 

^ Si può, con fiadli considerazioni, dimostrare che due coni cubid in corrispon- 
denta algebrica biunivoca si possono dedurre Tun dall'altro mercè una trasformazione 
Cremoniana detto spazio. Dietro ciò, potrebbe sostituirsi nell'enunciato del presente n^ 
la frase trasformazione Cremoniana al posto di trasformazione \nra\ionaU. 
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ove tra i punti F, i, 2, . . . possono sempre supporsi i legami stabiliti nei 
n* del presente §. 

Palermo, luglio 1899. 

M. DE Franchis. 



Nota addizionale. 

Nel mentre correggo le bozze di stampa di questo lavoro, presen- 
tato ad primi di Agosto, prendo visione di una Nota del sig. Berry 
pubblicata nei Comptes Rendus di quest'anno nd fascicolo del 4 Set- 
tembre (t. CXXIX), dal titolo : Sur les surfaces de quatrième degré qui 
admettent une intégrale de différentielle totale de première espèce, nella 
quale il sig. Berry si propone, dopo aver rilevato che il risultato 
dei signori Poincaré e Picard relativo alle superficie di 4® ordine 
possedenti diflFerenziali -totali di i* specie è incompleto, di trovare le equa- 
zioni tipiche di tali superficie. Egli esegue la ricerca col metodo trascen- 
dente e dà anche la maniera di passare dalle superficie che égli trova ai 
coni cubici, con trasformazioni birazionali. Se non che, neanche il risul- 
tato del sig. Berry è esatto; difatti egli dà le equazioni delle j super- 
ficie che in questa nota son denotate con F['*'\ F['''\ F[^''\ F[''^\ F^''** 
e che egli chiama (I), (H), (IH), (IV), (V), ma trascura k superficie 
F]^^'^^ la cui equazione non può afiatto rientrare nei tipi forniti dal 
sig. Berry. 

Alle due equazioni tipiche delle superficie (TV) e (V) date dal 
sig. Berry si può sostituire Tunica (e) data da me al n° 8 del presente 
lavoro : quando in essa la f^(y, :;[, /) contiene h y al i** od al 2** grado, 
si ottengono rispettivamente le due superficie. 

Palermo, settembre 1899. 

M. DE Franchis. 



itmi. Off. àiêUm. fûUrmo, t. XIV (1900). — Sumpato il 18 ottobre 1899. 
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AéumAMMA ed 27 agosto 1I99. 

PARTE SECONDA. 
38.—L*ininn-iante di €f ordine. Calcoli preliminari. 

Poniaino 

Queste forme di 6^ ordine ndle coordinate di punti sono evidente- 
mente, per le (io), (ii), (12), invarianti assoluti per il gruppo delle 

1080 sostituzioni (n* 6) che dinno luogo alle coUineazioni di G ^ . Di 

360 

esse d occorre calcolare i valori in ciascuno dei poli. 

Risalendo alle formole (36) e (37) troviamo che m ogni punto U 

facendo uso delle formole (40) e (43) ricaviamo che in ogni punto P 

8 6'^, = e + 6, 8 e»^; = I + 6 e'; 

mediante le (44) e (45) **) troviamo che in ogni punto P' si ha 

V\4^ = — (l + 2 ca), V^A\ = — (i + 2 a))c'; 
colle (53) e (55) otteniamo per ogni punto K 

40^tr,=-jc\ 4Ö'^; = -5^, 
tinalnìo^^* dalle (4*)), (50), (57), (58) deduciamo che per ogni punto V 



•> i ontmiwfÙHìc. vc>ü t. XII U^9^X PP- 25-94; t. XIII (1899X pp. 161-199. 
••^ l \ilHnu> mcnibrv> della (4>) ^ errato; in sua vece bisogna scrivere: 
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c per ogni punto ff si ha 

J^ = 0, J[ = 0. 
Per questi risultati possiamo anzitutto conchiudere che le tqua^^oni 
A^ = 0, A[ = rappresentano una stessa curva di 6° ordine, invariante 
per Gj^, la quale passa per i 90 punti V e per i 72 punti i/, e che si 
ha identicamente 

J, = cA[; 
quindi, se poniamo 

(^^) ^ = 74r7^i' sarà anche ^ = -^-i— ^;, 

Supporremo d'ora in poi che nelle formole (36), (37), (40), (43), 
(44), (45), (52), (53) il parametro 6, o 6', sia fissato in modo che per 
ogni pimto 17, P, F, K risulti -4 = i; a questo scopo assumeremo 
6' = 2 neUe (36) e (37), 

6' = — -i- e" neUe (40) e (43), 

«''=-y0 + 2«)(i+O = «-« neUe (44) e (45), 
6' = ^(2 -30 neUe (52) e (53). 

Infine per quei che riguarda i punti V eà H, nelle fonnole (49), 
(50), (J7), (58) fisseremo 0' = 1, 0'' = i. 

Con queste convenzioni scriviamo i valori che aà varii poli di G^^^ 
lunno i cubi delle / e delle f. 

Posto 

*i=^. *!=/:•'. (<='. 2 6) 

ablnamo nel pimto U^^^^^^^^ 

1 X. = *, = 3C+2, x^ = x^ = x^ = x, = ±., 
(86) { , 

/*; = *; = 3 e' + 2, x', = x[ = x\=:xi =—', 

nel punto P,, , 

!X, = 3(l— O, *, = *, = 0, *^ = Xj=*< = 2 — e', 

x:=<=*;=-i(3-4«')(i+o. *:=*;=*;=-j<3-4<»xi+o; 

nel punto /^f,»,j» 

(88) { *'=*'=*J=7(3— 4«')(i+0. «4=*j=*«=y(3-4»Xi+0. 

x; = 3(i — e), *;=x;=o, x; = *;=x; = 2— <;; 
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Dd panto F;„^,„ 

,„. j — «. = «, = 2 "■(«* — «*)» — X, = — *^ = *, = x< = I, 

^^^f <=-x; = 2c'(.-«), x;=*; = -x;=-xi=i; 

nd ponto Ä^„^, 

(«. = 5. *t = *j = *^ = Xs = Xi = ^(,6c-\-i), 

(90) < ; 

(*; = 5. x; = x;=x;=x; = x; = i-(éc' + i); 

nd punto fl,;,^j., 

^''^1 x;=o, x;=-i, x;=-i,, x;=-n», x;=-t)', x;=-ii^ 

89. — OU invarianH di ISf ordine. 

Introdudamo ora le forme di 12° ordine 

(92) F = f.fJJJJ, . F' = f'JJJJJ, , 

(93) H=2F+2F-A\ 
i valori delle quali sono : in un punto U 



(94) F = c', F = c'\ i/=-f; 



in un punto P 

(95) f = o, F' = \c\ H=c'-i; 
in un punto F 

(96) F=^c, F = o, //=c-i; 

in un punto V 

(97) F = 2c, F = - 2c', // = 4(c - O; 
in un punto K 

(98) F=|(c' + 6), F = |(c + 6), /f=9; 

in un punto H 

(99) F = 0, F = 0, H=o. 

Mercè le (ii), (13), (24), (26) si vede che F t F' sono due in- 
varianti assoluti di 12° ordine per il gruppo delle 1080 sostituzioni che 
danno luogo alle coUineazioni di G^^^. 

Ogni curva V di 1 2° ordine, invariante per G^^^ , appartiene al £asdo 
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determinato da F = o e F' = o; perchè, se per un punto di r, diverso 
dai poli di Gj^Q, si conduce una curva del detto fascio, essa ha in co- 
mune con r i 360 punti trasformati del punto preso su F e quindi coin- 
cide con r. Segue che, considerando A^ come un invariante di 12° or- 
dine, deve sussistere una relazione identica 

essendo a e ß delle costanti. Per determinare queste si sostituiscono le 

coordinate di un punto P, per cui si ha: A = i^ F = o, F' = — e'; 

e si deduce ß = 2 e; poi si sostituiscono le coordinate di un punto P, 

per cui si ha: -/i = I, F = — e, P = o; e si deduce a = 2 e'. Dunque 

2 

è dimostrata l'identità 

(100) 2c'F + 2cF' = A\ 

Tra le curve invarianti di 1 2** grado vi è la curva ff = o, ed il 
&SCÌO costituito da tali curve può essere rappresentato dall'equazione 
(loi) H—'kA' = o, 

donde appare che tutte le curve del fascio considerato si toccano nei 72 
punii H (perchè in questi punti si annullano le forme H ed A). Sic- 
come nel fascio stanno le curve F = o, f = o, che sono decomposte 
nelle sei coniche dell'una o dell'altra sestupla involutorìa, cosi si ritrova 
che ogni conica S è bitangente ad ogni conica S' (n° 9) e che i punti 
di contatto sono i 72 punti H. Dalle (93) e (100) risulta precisamente 

(102) \ 

donde segue che le sestuple di coniche S ed S' sono rappresentate dal- 
l'equazione (loi) per i valori del parametro 

4 — e 4 — e' 

Osserviamo che la curva hessiana della sestica -4 = è di 12° or- 
dine ed è invariante per G^^^ , perciò anch'essa sta nel fasdo considerato 
e quindi passa per i punti H; dunque i 72 punti H sono i flessi della 
curva A = o. Dimostreremo in seguito (106), che l'equazione della Hes- 
âana della sestica ^ = o è appunto 

H=2F + 2F' — A'=io, ossia (i — c')F + (i — 0^' = 0. 



F. csa»Ar»:L 



Xd ÙSÓO Si cane lnjiimJ £ xi" oräK ve ae è una, die cod- 
4J ?a=^ C, C2=rn idHi rr-rûngr xrmfliirir: S G^ i qaJi sono 

r •> Tfiass: preseci i tjìoc: äL A, F^ F^ H 'xl m puoiD U, Fcqai- 
ziooe £ qacsa C3tì s£ s-ot» esere 

(loj) 2£r+9^ = o, osa F— 1*^ = 0, cni F^ — c^^ = a 
î« t«ick) oioâdcnso li t iocibe sta aarva, die inmin i r i 36 pam 
K, i qoaE sodo pcsn doppi per k asm e k ta^emi od medesiiiii sodo 
le 72 rene * •^ Tesod preseod i Tilori £ ^, F, P, £f in od pmiiD 
K, â tron die Feqoizâooe deSa carrz è 

(«04) ; , ' 

Le dœ sjsiin J c di conîdie infolmorie S, S' si p fty <i ^^f »ff ritenere come 
dœ cm^e del usào , die hanno V ana 60 pomi doppi nei ponti P e 
Fahra 60 ponti doppi né ponti P\ 

E cosi nel fasdo ddle corre xnnrianti cfi 12* orfine, oltre alb cora 
A^=o^ che è da contarsi come doppia e contiene i ponti F ed ff, ab- 
biamo quattro curve dotate di ponti doppi, i qoafi sono i ponti (7, K^ 
P, P' in numero di 

45 + 36 + ^ + ^ = 201. 
Altri punti doppi nelle curve del fasdo non vi sono, perchè un £tsdo 
generale di curve di 12* ordine possiede (come è noto) 3 X n* = 363 
punti doppi, e questo numero, nd caso in cui 3 £isdo contiene una curva 



*) Per dimostrar dò basta considerare ima oilHiiraTionr di 4° ordine e prendere 
fl suo triangob miito U V^ F^* come triangolo coortfinato col rtnix (o, o, i) nd 
punto U, indi osservare che le equazioni deQa colfineazione sono: x^'=:ix,, 'a= — *'i» 
x'=x e che ogni invariante assoluto per tak sostituzione è funzione intera <fi x 
'1 'a t ^ > ^ > <^ 9^ s^g^ic pure che non vi sono curve trrtducMi né di 5^ né <fi 
5^ ordine invarianti per una colfineazione di 4° ordine. 

**) Per dimostrar dò basa conàderare una colHneaziooe di 5^ ordine e prendere 
il suo triangolo unito K W W* come triangolo coordinato col vertice (o, o, i) nd 
punto /T, indi osservare che le equazioni della collineazione sono : x/ = v) x, , 
X 2 =r 7/ xa , x'= X. e che ogni invariante assoluto per tale sostituzione è funzione 
intera di x , x, x^ , x^ , x^ ; di qui segue pure che non vi sono curve irreducibui 
né di 5° né di 4^ ordine trasformate in sé da una collineazione di 5^ ordine. 



SUL GRUPPO SEMPUCB DI }6o COLLINEAZIONI PIANE. 71 

doppia di 6^ ordine, per un teorema del prof. Cuccia *) è diminuito 
di 6 [3 (24 — i + i) — 6 (4 — 2 -{- i) — ^4] = 162 

e però nel nostro caso si riduce a 363 — 162 = 201. 

40. — Za sestica invariante e la suu hessiana. 

Dalla discussione fatta al n° 9 risulta manifesto che il gruppo G^^^ 
non trasforma in sé alcuna conica. Considerando una coUineazione di 
5® ordine, dopo le rette del triangolo unito e le coniche di un fascio, le 
curve irreducibili di grado più basso trasformate in sé dalla coUineazione 
sono del 5^ grado; ma una curva irriducibile del j^ grado non può essere 
trasformata in sé da una coUineazione di 4° ordine; qumdi per il gruppo 
G^ non vi sono curve irreducibiU di grado inferiore al 6^ che siano 
trasformate in sé. Non esiste poi alcuna curva di grado uguale o infe- 
riore al 6^, che si sfiezzi in due o più parti e che sia invariante per il 
G^, perché i punti d'incontro deUe varie parti formerebbero un gruppo 
di punti trasformato in sé dal G^^^ ed il loro numero non sarebbe in 
ogni caso superiore a 15, ciò che non può essere (n® 19). Dunque la 
sestica ^ = o é la curva di grado più basso invariante per il gruppo 
G^ ed è irreducibile; né ha punti muldpli, perché se ve ne fossero, for- 
merebbero un gruppo di non più che io punti invariante per G^^; essa 
é quindi di 30* classe e genere io. 

Abbiamo visto (n° 39) che i 72 pund H sono i flessi della sestica. 
Consideriamo un retta ü; ed il sottogruppo G,^, che la lascia inalterata 
(n® 20, 3°); i sei pund d'incontro di k coUa sestica formano un gruppo 
di pund inalterato dal G^^ e però si riducono ai due punti H (contato 
ciascuno tre volte) che son poli quintupli del G^^. Dunque per Ut sestica 
ogni retta k t tangente d'inflessione in ciascuno dei due punti H che con- 
tiene. Oltre aUe 36 rette k, la sestica ha ancora 180 tangenti doppie, le 
quali, formando gruppo, passano 4 a 4 per i punti U. 

Essendo senza punti multipU, la sestica ha 270 punti sestatici (in 
virtù deUa nota formola m (12 m — 27) per m = 6); essi formano un 
sistema di punti mvarìante per il G^^ e però si dividono, come si capi- 
sce facilmente, in un gruppo di 90 punti, che sono i punti F, dove le 
tangenti sono le rette t;, ed in un altro gruppo di 180 punti. La conica, 



*) Teorema XLIV delle « Riurchc sui sistemi lineari ài curve algebriche piane, 
ecc., Memoria n » questi Rendiconti, t. IX. 
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che ha colla sestìca contatto sipunto in un punto F, è invariata dal gnçpo 
ciclico G^, che lascia fermo quel punto V(n^ 15), e però contiene anche 
il secondo punto F che è unito per quel gruppo ciclico ed ha in qoesiD 
secondo punto F contatto sipunto colla sestica; di guisa ch9esistDO0 45 
coniche, ciascuna delle quali ha in due punti F contatto sipunto oob 
sesna. Gli altri 180 punti sestatìci sono quattro a quattro suHe rette«, 
sono cioè i punti, diversi dai punti F, in cui la sestica è tagliata dalle 
45 rette u. 

Trasformando b sestica colle correlaaoni del gruppo esteso r^ 
(n** 32), sì ha un'altra curva invariante per il G^^, la quale è di 30* 
ordine, 6^ classe, genere io; per essa le 72 rette b sono tangenti cuspidafi, 
avendosi due cuspidi in ogni punto IT, ed i 90 punti F sono nuovamente 
punti sestatici; la cur\'a possiede inoltre altri 180 punti sestatici ed altri 
180 punti doppi, che stanno quattro a quattro sul^e rette u. 

Il primo membro dell'equazione della sestica è (n° 38) 

^ = ^ = T(rTö2i>?^*'*^' 

prendendone la seconda polare d'un punto y sì hz 

Or bene, se si pone 
M. = x,y, — x,y., M, = X, V. — x,>,, u^ = x^y^ — x,y,, 
e si chiama B il valor comune dei discriminanti delle forme /.(x, x), 

/.(.v, x)/..(:y, y) -/:(x, y) = eç,(u, u); 
donde moltiplicando por /.(x,x) e poi sommando per i=i, 2, ..., 6, 
si deduce 

ma, in virtù della (62), il secondo membro è identicamente nullo, perchè 
qui è w, = o; dunque si ha 

e per conseguenza 

(105) ^m; = jç^ 2i-^('' *)/.(y' >)•' 

da questa formob si deduce fadhnente la notevole proprietà che una 
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cottica qualunque della sestupla S, considerata come inviluppo, t armonica 
alla conica polare di ogni suo punto rispetto alla sestica invariante; la stessa 
proprìed hanno le coniche dell'altra sestupla. 

Per formare Thessìana di A basta ora calcolare il discriminante 
della forma A^A^^ considerata come forma quadratica rispetto alle varia- 
bili y. Tale discriitiinante si ottiene mediante la forinola (17), ponendo 
in essa 

donde si ricava 
essendo 

Vedremo in seguito (107) e (146) che si ha 

«C/Î/:/; + . . . -i-nfsfi) + «x/:/:^ + . . • +nw 

= _ (28 e + 2)F + (24 e + 20) F; 
quindi sostituendo e tenendo conto dell'identità (loo), si ha 
(106) - 30 (AA'A'JAtA'^A'^ = 2F-\-2F — A' = H. 

41. — OU invarianti A^. 

Poniamo 

ed osserviamo che, qualunque sia Finterò Ä, sarà A^ un invariante asso- 
luto per il gruppo di 1080 sostituzioni, che danno luogo alle coUinea- 
âoni di Gj^; l'equazione Aj^ = o rappresenta una curva d'ordine 6i 
trasformata in sé da queste coUineazioni. Tutte le volte che k è impari, 
la curva A^=: o passa per i 90 punti F, e tutte le volte che k non è 
multiplo di 5 la curva A^ = o passa per i 72 punti iï, come risulta 
facilmente dalle (89) e (91). 

L'invariante -4,, essendo di 12° ordine, appartiene come si è avver- 
tito (n® 93) al fascio determinato da F e f , cioè si ha 

per calcolare i valori dei coefficienti a, ß basta sostituire una volta le 

JUm4. Gr«. Meiern, Fakrmo, t. XIV (1900). — Sumptto il 19 ottobre 1899. 10 
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coordinate d'un punto P ed un'altra volta le coordinate di un punto F; 
col mezzo delle (87), (88) si calcolano i valori di A^ che sono : 

inP, 6-4, = 24 e— 3; inP, 6-4, = 27 q 

indi, tenute presenti le {^$)y (96), à ha 

24c— 3 = 3c'ß, 2TC = 3Cflt, 
donde : 

« = 9, ß=3c_8; 
e quindi 

(107) ^, = 9F + (3C-8)F. 

Consideriamo ora l'invariante A^. La curva ^^ = o è del 18° or- 
dine e passa per i 90 punti F e per i 72 punti H\ quindi, avendo in 
comune questi 162 punti colla curva di 6" ordine -4 = o, si spezza in 
questa curva ed in una curva invariante del 12^ ordine; dunque deve 

essere identicamente 

^^ = ^(af + pF). 

A determinare le costanti a e ß si procede come precedentemente, 
sostituendo un punto P ed un punto F; dopo di aver trovato che è 

inP, 6^, = 4(30c-27);einF, 6^, = ^(3 e — 2), 

si deduce: 

ß = _ (il e + 15), a = 17 (e + i); 
quindi si ha 

(108) A^ = A[n{c-^i)F-{iic + is)F'\ 

Passiamo ora a considerare Tinvariante A^ di 24° ordine. Osservia- 
mo che ogni curva invariante di 24° ordine si spezza in due curve del 
fascio invariante di 1 2° ordine; infatti, se sulla curva di 24° ordine con- 
siderata si fissa un punto (diverso dai poli di G^^) e per esso si £1 
passare una curva del detto fascio, si hanno due curve dei gradi 24 e 
12 con 360 punti comuni, che sono i 360 pund del gruppo cui appar- 
tiene il punto fissato. Dunque deve essere identicamente 
^^ = aF'-}. ßFF' + Y^". 

Cominciamo a calcolare i valori dei coefficienti a e y col sostituire 
le coordinate d'un punto P e d'un punto P'; dopo di aver trovato che è 

inP, 6^^ = --f(é2c+225);inP', (>A^ = ^c\ 
4 2 

si deduce: 

Y = — ìì^^-^ 128, a = 161. 
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Per trovare poi il valore di ß sostituiamo le coordinate d'un punto 
U; mediante le (86) si calcola A^ e si trova : 

in U, 6 ^^ = --1(77 e +659); 
4 
indi, tenuto conto dei valori trovati di a e y ^ <icUe (94), si ha: 

— |- (77 e + ^59) = léi f* + ß + (- 33 «^ + i28)c'S 

donde si ricava : ß = 44 e — 272; dunque si ha 

(109) A^ = léi F' + (44 c - 272) F F -f. (- 33 e + I28)F'. 

42. — OU invarimtti di 3€P orâ4me. 

Introduciamo ora due invarianti di 30° ordine, che sono le somme 
dei prodotti cinque a cinque delle x,. o delle x\ e che denotiamo rispet- 
tivamente con — G, — G'; inoltre con essi consideriamo anche il se- 
guente: 

/=2o(cG + c'G'). 

Calcoliamone anzitutto i valori in ciascuno dei poli di G^^^\ tenute 
presenti le (86), ... , (91), troviamo che : 

in ogni punto [7 si ha 

(no) G = --|-(23c-6), G' = --i-(23c'-é), 7 = ^; 

in ogni punto P 
(iii)G = o, G' = -|-(c' + 6), / = ^(9_260; 

in ogni punto F s. ha 

(112) G = -|-(c + 6), G' = o, / = -^(9-260; 

in ogni punto T si ha 

(113) G = o, G' = o, / = o; 
in ogni punto ^ si ha 

(114) G=^-703c'+i82), G'=^-703c+i82), J=-'-^; 

in ogni punto ff si ha 

(115) G = — I, G' = I, /= 2o(c' — c)= 10(1 — 4 c). 

Gò premesso, osserviamo anzitutto che l'invariante G non appar- 
tiene al sistema lineare oo', di 30® ordine, determinato da AF^y AFF\ 
AF'*y perchè tutte le curve del sistema 

xAF' + ^AFF' + yAF'' = 
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passano per i punti // e ia curva G = o non vi passa. Indi dimostrìa- 
mo che c^ni curva invariante del 30^ ordine appartiene al sistema lineare 
00 ' rappresentato dall'equaàone 

C + A(olF' + pf F + Y^ ") = o; 
infatti se r è una curva invariante del ^ç? ordine, presi su di essa tre 
punti (diversi dai poli di G^^) che appartengano a tre gruppi diverâ di 3(0 
punti, si faccia per quelli passare la curva del detto sistema lineare; questi 
e la curva F avranno in comune i 3 X 3^ = 1080 punti dei detti tre 
gruppi e quindi coincideranno. 

Segue che tutte le curve invarianti di 30"" ordine passano per i 90 

punti F, perchè in questi si annullano G ed ^ e quelle, che noa hanno 

ivi punti multipli, si toccano ivi, essendo tangenti le 90 rette v. Segut 

inoltre che tra le forme G, G', A^ F, F' deve aver luogo una relaaone 

G''\'IG + AìplF' + ßf F + Y^ '') = o. 

A determinare i coefficienti a, ß, y> ^ si sostituisce un punto ff, 
per cui si ha : -4 = o, G = — i. G' = i; si deduce X = i. Indi si 
sostituisce un punto P, per cui si ha 

^=1, F = o, F = ^c\ G = o, G' = -|.(ì:' + 6> 

si ricava y = 6 (e' -|" i)- Si sostituisce ancora un punto P\ per cui è 

A=i, F = -jC, F = o, G = -|-(c+6X G' = <y, 

si rica\-a a = 6 (e 4" 0* Finalmente si sostituisce un punto F, per cui è 

^=1, F = c\ F' = c'\ G+G' = ^ 

e, tenuto conto dei valori trovati per a, y, X, si ottiene 

-ì. + 6(c + i)c* + ß + 6(c' + i)c'* = o; 

donde si ricava ß = — 18. Dunque la relaaone cercata tra G, G', A^ 
i«, F ò 

(116) G + G + 6//[(c + i)F -3FF + (e' + i)F^] = o. 
Sostituendo ad F, F' le loro espressioni (102) mediante A e Hyû 

ottiene la seguente relazione tra G, G\ Ay H: 

(117) G + G' + ^(H' — 6 H^^ - 51 A') A = o. 

Quindi gli invarianti G, G' si possono esprimere mediante A, i/, / 
come segue 



SUL GRUPPO SEMPLICE DI 36) COLUKBAZIONI PIAKE. JJ 

G = :l^[2(c'-c)J^(ic'-4)(iH^-6HA^-SiA^)AÌ, 



43. — Il problema delle forme per il gruppo G 



io9o" 



Consideriamo i due fasci di curve 

(119) H—\A' = o, /— fx^ì = o, 

l'uno del 12®, Taltro del 30® ordine, il primo dei quali fu studiato al 
n^ 39. Le curve di questi due fasd sono ognuna trasformata in sé dal 
gruppo di coUineazioni G^^\ quindi i 12 X 30 = 360 punti, in cui si 
tag^no due curve generiche Tuna dell'uno e l'altra dell'altro fascio, for- 
mano un gruppo di punti per il G^^ (tl" 19). Inversamente è pur chiaro 
che ogni gruppo di punti per il G^^ è l'intersezione di due curve dei 
detti fasd, ad eccezione però dd gruppi che sono situati sulla sestica ^==0, 
la quale (contata ora due, ora cinque volte) appartiene ad entrambi i fasd. 
Un gruppo speciale di punti, situato sulla curva ^ = o, si può con- 
siderare ottenuto come intersezione di questa con una curva del fasdo 
di 60** ordine 

(120) p — òW = o. 

In tal modo ad un gruppo generico di punti corrisponde una coppia 
di valori finiti 4d parametri ^ e p. e ad un gruppo di punti sulla curva 
^ = o un valore del parametro 0; possiamo anche ritenere che un gruppo 
di punti sulla curva ^ = o corrisponda ad una coppia di valori infiniti 
per i parametri X e (a con un valore assegnato 6 come lìmite del rap- 

porto -C-. 

In particolare (n' 39 e 42) si ha: 

per i punti U\ 

per i punti P : 

per i punti P': 

per i punti K\ 
per i punti Vi 
per i punti H: 6 = 00. 



x = - 


9 
2 ' 


\f- = 


2595. 

8 ' 


>=c'- 


-i> 


(* = 


^(9-26c); 


\ = c- 


-I, 


f* = 


^(9-260; 


> = 9. 




f* = 


12624 . 
5 ' 






6: 


= 0; 
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Débex î paoBXsn 1, st ^^m, grappo grufimi £ pnnrij o 3 paiametro 
f 2 m jtuyyo yra>, ]& tka>j . od sio^oS pom dd gnippo coodixe 
criieaOBDtBoe ad ai >. j jrj^ ie £ ^ido 3ÌOL 

A ^KflD ^rr i ft j s 'kindrrr rakro: •«*^'«'* i Tilori dc^ m- 
fjAJma tsschai A, H^ /, tiuiar c i Tilori ddk nmfaîE x,, x^, x^, 0^ 
jB jmtiuiii iWj ZKCiixe i tuocx g m wiina ^***K'"'^ ^[oalc si vog^fa 
x(x., X,, x^ FSrnBranio le sre TuafaS x,, x,, x^ dalle quattro ^ 
ipaiknn 

s ha ana c q a iz iDDe â grado 6Xi2X50:=6X 3^ io x, i coef- 
firirTìTÌ della qoak sodo fumi o ui raanufi intere dì A, H, J, essendo 
posso = I il coe&ócax de&a p oce ura più elevata. 

Le forme ^, //, / essendo di grado pari restano inalterate quando 
si cambiano <fi segno le x,, x,, x^; perda, se il gnqipo G..^ di sosó- 
taziooi, cbe dinno Inogo aQe ooQincaziooi <fi G^^, si escende coOa so- 



•^=: X x' = X x^= X 

si ha un gnqipo G,,^ (fi sostituziooiy per le quafi A^ H^ J sono inva- 
lìanti af^"^ L'equazione suddetta di grado 6 X 3^ in x di i 2160 
valori che assione la forma x corri^XMidentemente alle sostxttmoni dd 

gruppo G^,^. n grado ddla equazione in x si abbassa a , quando 

X appartiene ad un sottogruppo di G^,^ dell'ordine n. Quando il grado 
di X i multiplo di 6, la X appartiene al sottogruppo di £° ordine 

< = (— 0'*.> < = (— 0^*.» *; = (—0^^ (^=0.1.^3.4,5) 
(di cui le sostituzioni dinno la coUineazione identica), e allora il grado 
della equazione in x è 360. Di qui segue che, quando il grado di x non 
è multiplo di 6, Tequazione in x si abbassa al grado 360 colla trasfor- 
mazione x' = x', essendo a = 6, oppure 3, oppure 2, secondochè il grado 
di X è primo con 6, oppure multiplo di 2, oppure multiplo di 3. Se poi 
X è un invariante di grado pari di G,^, allora x appartiene al gruppo 
G ^ stesso ed il grado dell'equaàone in x si abbassa al primo; doè 
ogni invarianU di ordine pari dtl gruppo G,^ è funiianc raiionale, iih 
Ura, da ire invarianti Ay Hy J. 

Denotando con A l'invariante d'ordine dispari minimo per il gruppo 
^ioSo> q^lunque altro invariante d'ordine dispari t uguale a A moltipli- 
caio per una funzione ragionale intera di A y Hy /. 

Infatti se L è un invariante d'ordine dispari, saranno LA e A' in- 
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varianti d'ordine pari; quindi si avrà 

lA = iiXA, H, /), A' = ^,(^, H,D, 
essendo ^, e 4^, simboli di funzioni razionali intere; inoltre dall'essere! 
invariante d'ordine dispari minimo segue che la if^ è funzione intera irrt- 
dicibile delle tre variabili A^ Hy /; quindi, siccome^, si annulla per tutti 
i sistemi di valori delle A^ Hy J per i quali si annulla 4^,, sarà ^^ esat- 
tamente divisibile per ^/^, e, denotando con ^(A, ff, /) la funzione in- 
tera loro quoziente, si avrà 

La forma d'ordine 45, che uguagliata a zero rappresenta le 45 rette 
ffy è l'invariante d'ordine disparì minimo; altrimenti una parte delle 45 
rette darebbe luogo ad un invariante, ciò che non può essere, perchè 
con coUineazioni del G^^ si può portare ciascuna retta u in ciascun'al- 
tra (n** 11). 

D'altra parte la forma Jacobiana delle trt A, Hy J è un invariante 

per il G,^^ d'ordine 45. Dunque come invariante d'ordine dispari minimo 

si pub assumere 

dA dA dA 



(121) 



A = 



dx, dx^ dxj 
dH dH dH 
dx^ dx^ dXj 

ILILIL 

dx, dx, dx. 



e questo uguagliato a [ero dà Vequaz}one delle 4^ rette u. 

Troveremo in seguito la funzione razionale intera in A, H, J che 
serve ad esprimere A' ; per ora ricordiamo che ogni retta u è corda co- 
mune a due coppie di coniche d'una sestupla involutoria (n** 11) e che 
le sei corde comuni alle coniche (t) e (k) sono rappresentate (n® 12) 
dall'equazione : /? — yj = o; indi accoppiamo in tutti i modi le coniche 
della sestupla 2 ed ogni volta prendiamo le sei corde; ciascuna retta u 
verrà ad essere contata due volte, e quindi concludiamo 

(122) A' = «J^c/?-/]), 

dove n è simbolo di prodotto esteso a tutte le 15 combinazioni binarie 
fi, ed /x è un coefficiente numerico. 

G>ncludìamo infine che gli invarianti fondamentali del gruppo G,^^ 
sono Ay H, /, A dei gradi 6, 12, 30, 45, legati tra loro da un'equazione 
di 2"* grado in A. 
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44. — BtmtremH Me' graä0 pera proNema delle f&rme 
éH gruppo C^ •). 

Abbbmo visto (n^ 2é) che nd grqipo G^ si hanno due astera 
dascoDO di sd socognqipi smiH kosaedricL 

Nd gnqipo kosudrico G^ di sosmnziooi, generato daUe 5 e Z, si 
possono assumere come inTiriano fondamentali degli ordini 2, 6, io i 
segœnti 

/.. A> fJJM = B,i 
si ha inoltre on invariante di ordine 15, die qui ncm importa ccmsiderue. 

Ogni gruppo di 360 puna trasformato in sé dal G^^ si divide in 
sd gruppi di 60 punti dascnno, dd quali Tuno i trasformato in sé dai 
G^ considerato, e giti altri cinque sono trasformati in sé dagli altri do- 
que gruppi icosaedrìd simili al detto G^. 

Ogni gruppo poi di 60 punti trasformato in sé dal G^ é (se non 
giace suUa conica /, = o) l^tersedone di due curve. Tuna di £° e l'altra 
di 10^ ordine, prese dai fasd che hanno per equazioni: 
/J-x^ = o, p^-yB^ = o. 

Un gruppo di punti, g^cente suUa conica /, = o, si di come inter- 
sezione di questa conica con una curva dd £isdo di 30° ordine 

Gli invarianti dd G^ di grado più basso, che per le sostituzioni dd 
gruppo G,^^ assumono soltanto sd valori, sono 

«/? + bJ, 
dove J, h denotano due costanti arbitrarie; quindi la più semplice risol- 
vente di 6° grado nel problema delle forme dd gruppo G,^^ é quella 



•) Le risolventi di 6° grado del problema delle forme rebtive al gruppo G,^^ 
funaio comunicate nel 1897 al Congresso di Zurigo (▼. Verbandlungen tUs ersUn 
tutti n. Mathent.'KoHgr., pp. 242-246; v. anche Mathematische Annahn, Bd. L), Le 
ilifFcrcnrc tra le fonnolc d*allora e quelle di adesso sono dovute ad avere scelto per 

P /;? 

iiiCDgnitc allora -V - e -1^37- ed ora f] e //' e nel tempo stesso ad avere as- 
sunto allora, come invarianti fondanienuli degli ordini 12, 30, 4> e Y invece degliif 
e / di adesso, essendo : * = 2 e' F, T = 4, iM ' 
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cbe ha per radici le 

y? = ^.- (1=1, ...,6) 

Nota che sia una radice x, di questa risolvente, il problema delle 
forme del gruppo G^^^ si riduce al problema delle forme del gruppo 
icosaedrìco G^, perchè allora si conoscono i parametri x, y ài questo 
ultimo: 

— A —JL — Iù. 

^~ A' y~ Bf^— F ' 
essendo F espresso mediante A e H dalla (ioa). 

Possiamo facilmente costruire questa risolvente di 6^ grado, perchè 
abbiamo già calcolato (n^ 41) in funzione d^li invarianti fondamentali 
del G,^^ le somme di potenze 

jj = ^x\ = 6A^ per * = i, 2, 3, 4. 
Sia 

xf — ^i^l + a^x^i — a^x] + a^x\ — ö^x. + a, = o 
la detta risolvente. Applichiamo le note formole 

^. = ^. . 2 a, = jj — 5„ 6 Ö3 = — 5Î + 3 5, 5, — 2 ^3 , 

24 Ö4 = ^ — ^ 0^ + 8 ^^1 + 3 ^Ì — 65^, 
e sostituiamo ad 5j= 6-^4^ le espressioni (85), (107), (108), (109); 
troviamo: 

U, = é3f +6(6c— ii)F, 

("ì) j^, = (c+i)^[53F + y(i96c-3i4)n 

(ä^=63F*+6(i8c — 29)fF + 3(— 38c + 23)F^ 

inoltre abbiamo 

— Ö5 = G, a^ = FK 

In virtù della (102) possiamo esprimere 0^, a^, a^ mediante //ed 
A'y abbiamo 

!fl. = (c-i)if+33f^S 
a, = y^[(4C - 3i)H + (228 c - 157)^'], 

Quindi, per un gruppo di punti non situato sulla curva A = o, 
posto x^z=i Ax, e tenute presenti le (119), la risolvente di 6** grado con- 
siderata è definitivamente 

Rmtd, Gr«. Uëttm, Fêkrmo, t. XIV (1900). — Stampato il 3 noYcmbre 1899. 11 



("5) 
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-^[(4^+3)^* + 6(iéc+i7)>-3(68c-i69)]*' 

Per un gruppo speciale di punti situato sulla curva A = o pongasi 
invece: x. = i/ . _ ,^ x = — - — x; allora, tenuta presente k 

(120), si deduce la risolvente speciale 

(126) x*-6(i+cy+3(4c+3X-6j/^*-2(3C+2) = o, 

che si può scrìvere 

(^c»- !)»(*» + 8c') - 6|/Ç5 x = o. 

Nd punti r a ha 6 = o (n** 43), (x. = x), e Tequarione è veri- 
ficata dai valori x,- dati dalle (89). 

Se nelle equazioni (125) e (126) si cambia e in e' e e' in e, se 

inoltre nella (126) si cambia x in x Y — i, si ottengoiio altre due equa- 
zioni, che indicheremo con (125') e (126'). Esse sono ancora due ri- 
solventi del problema delle forme per il gruppo G^^^; le radici sono 

4 

per la (125'): ^ = ^1 e per la (126'): x = (i+0^*J, 

essendo xj = /?. A questo risultato si giunge considerando Taltra sestu- 
pla di sottogruppi icosaedrici, che abbiamo denotato con G^ (n** 26), e 
ripetendo gli sviluppi fatti sopra e basati sulla considerazione dei sotto- 
gruppi G^ della prima sestupla *). 



^) Siccome le (126}, (126') non si alterano cambiando ad un tempo V^m — /¥ 
ed X in — X, così le 6 radici, che si hanno per una determinazione di f^O» sono a- 
g;uali e opposte di segno alle sei radici che si hanno per l'altra determinazione; dò 
dipende dal fattore VU della sostituzione che si è fatto, per cui ad ogni valore dèlia /} 
e della /|^ corrispondono due valori ug^uali e opposti della x. 
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Il gruppo di sostituzioni G^^^ produce, sia nelle /? , sia nelle f^ , 
le 360 permutazioni del gruppo alternante; perciò il gruppo di Galois 
per le equazioni (125), (126), (125'), (126') è il gruppo alternante. 
Gù è d'accordo col fatto che la radice quadrata del discriminante è fun- 
zione razionale dei parametri \ fx nelle equazioni (125) e (125') e del 
parametro /Ö nolle equazioni (126), (126'). Invero nella equazione (125) 
fl discriminante è (n® 53) 

^3oi lUi Jk) - ^. ^30t 

inoltre A' è funzione razionale di A, H, /; quindi -^r^ ^ funzione razio- 
nale di X e fx. Nella (12e) poi il discriminante è 

(4C-4c'r A* 

A* 

inoltre, essendo A = o, à* è funzione razionale di H, / e quindi 



[i^]"n«-/D-= 



è funzione razionale di y^6. 

4S. — Dalle risolventi di G° grado al problema 
delle forme del G,^. 

Risoluta che sia la (125) o (126), delle sei radici «,,«,, ... , «^ 
se ne prendano quattro qualunque a^, a^, a^, a^ in ordine arbitrario, ciò 
che Û può fare in 6. 5.4. 3 = 360 modi; segue 

Delle 27 soluzioni che si hanno in causa dei tre valori della radice 
albica di ciascuna delle quantità a^, a^, a^, a^, si deve evidentemente 
sceg^ere quella (unica) che soddisfa alla relazione (72) che abbiamo visto 
(n® 30) intercedere tra i valori delle /, , /a , /, , Z^. 

In questo modo si trovano tuttì i 360 sistemi di valori per i rap- 
porti /, * /a : /j • Z^; fissato uno di questi sistemi, restano in conseguenza 
individuati i rapporti fk-f^'fei^ questo scopo servono le equ^oni (63), 
le quali, come abbiam visto al n° 30, sussistono tra le sei quantità /,.; 
basta ad esempio considerare tre delle prime quattro equazioni (63) come 
equazioni di primo grado rispetto alle tre quantità /,, /^, /j/^. 

In modo analogo si procede per determinare i 360 sistemi di valori 
dei rapporti delle /J, dopo che sia risoluta l'equazione (125') o la (126'). 
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Basta conoscere uno dei sistemi di valori dei rapporti delle /. o delle 
f\ per dedurre facilmente tutti gli altri applicando le sostituzioni del gruppo 
e le formole (io) — (13) ovvero le formole (23) — (26). 

Dopo di ciò, possiamo dire (n° 29) che sono determinati, mediante 
le 6 coordinate omogenee /, i 360 punti del gruppo dato dai parametri 
% e [t, se è generico, o dal parametro 0, se è speciale. 

Volendo poi di ogni punto del gruppo le tre coordinate proiettive, 
bisognerà anzimtto fissare il triangolo coordinato ed il punto unità. Sce- 
gliamo, come abbiam fatto al n° 5, per triangolo coordinato il trian- 
golo unito della collineazione 5, doè quello che ha i vertici nei punti 
Pjj,, P3,,,, P,a,j e per punto unità il punto P^^^^ *). Allora delle sd 
coordinate omogenee /,. di un punto si deducono razionalmente le tre 
coordinate proiettive jr, y y x^ col mezzo delle (9), dalle quali si ha 

x:jf :t = aj, :aj, :aj3, (*=i, 2, 3) 

avendo posto per brevità: 

«.. = 3 ^/. - (^ + 2)(«7, + /, + «VJ, 

^ ^^ l«., = «„ = 3/. + (i-0(e7.+/, + «7*), 
«,. = «n = 3 «Y, + (I - 0(«7. + «/, + «/*). 
.«.. = «» = 3/, + (i-0(*7 + e75+/*)- 

Da quanto precede si vede che, dati i valori A^y H^, /^, \ de^ 
invarianti fondamentali del gruppo G,^^, la ricerca dei sistemi corrispon- 
denti (Ü valori delle variabili x, y, :(, cioè la risoluxione dd problema delle 
forme per il gruppo G^^^, si può fare colle seguenti operazioni: 

I** Si risolve un'equazione di 6® grado, che è la (125), se ^^^éo, 

HT J 

con ^ = -^, ^'^'^' è invece la (126), se ^^ = o, con t^= -^ 

2^ Si estrae b radice cubica da quattro radici delk detta equazione 
e si fissa uno qualunque dei 360 sistemi di valori proporzionali alle /^ 
nel modo sopra indicato, coll'aiuto delle equazioni (72) e (63); 

f Si pone: x = raj,, y = rit^^, X = rcL^^, essendo a^,, a^,, a^^ i 

*) Dalle (8) si vede che nel punto unità si ha : 

e* I e* e — I o o 

queste equazioni poi si ottengono trasformando le (40) colla sostituzione O T* Z' , die 
poru il punto P,j^, nel punto ^56,4« 
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valori che prendono, per il suddetto sistema di valori proporzionali alle 
f-y ben determinate funzioni lineari ed omogenee delle f^, le quali in 
particolare sono le (127), se il sistema coordinato è quello del n^ 5. 
Resta a calcolare r; 

4^ Si calcolano i valori A^y H^^ /, , 1, d^ invarianti fondamen- 
tali per i valori a^^, a^^^, a^^^ delle variabili, e si dovrà avere 

r«^. = ^„ r"H, = H„ r'V. = /„ /'A, = A„ 
d<mde sì ricava r, in generale, con un'estrazione di radice cubica 









per eccezione, per calcolare r occorre un'estrazione di radice sesta 

6 _ 6 

quando A^ = o e /^ 7^ o, quando cioè si tratta di un gruppo di 180 
punti sulle rette u, ovvero dei gruppi di punti 17, P, P, K; occorre poi 
una estragone di radice dodicesima 

Ì'/K 

quando 1^ = o, /^ = o, A^ = o, quando cioè si tratta del gruppo dei 
90 punti F; occorre finalmente un'estrazione di radice quindicesima 



=fû 



quando A^=:o, ^^=0, quando cioè si tratta del gruppo dei 72 punti H. 

46. — JEtelaìs44mi tra le rtsolventi di tì^ grcido. 

Denotiamo ora con a^, a^, a^, a^, a^, a^ le sei radici della equa- 
zione (125) o (126) e con a'^, a|,, a'^, a^, a'^, a^ le sei radici della 
(125') o (126'). Si scelgano, come si è visto sopra, le determinazioni 

} y 3 ì 3 ì . 

delle radici cubiche ya^, ya^, ya^, ya^, ya^, ya^ in guisa che queste 

siano ordinatamente proporzionali ad un sistema di valori delle /, > /, , 

/j> A» /s> A; si avrà, in virtù delle (22): 

(ia8) te = ^(,l^) [fc + fc+K+fc+K+»^d' 
Osservando che tale uguaglianza sussiste per 3 X 3^0 = 1080 scelte 
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di determinazioni di radici cubiche nel secondo membro, mentre il primo 
membro è suscettìbile di 3X6=18 valori, si può concludere che un^ 
radice cubica d'una radia qualunque ddV equazione (125') (126') i, 4 
meno del divisore 2(c — 1), uguale ad uno dei valori della somma dàk 
radici cubiche delle su radia della (125) (126), e la scelia opportuna 
delle deternUna^iom delle radici cubiche si può fare t if 60 modi diverbi. 
G)nvenendo poi che sia 

a. = a^ quando mssn (mod. 5), 
s^ue ancora dalle (22) che le 5 espressioni 

(128) ^(j^)[te+te+«(fc+fc)+«*(fc+ter,)] 

per ff == o, I, 2, 3, 4, insieme alla (128), danno radici cubiche delle 
sei radici dell'equazione (125') o (126') prese in un certo ordine, che 
varia al variare della scelta iniziale delle radici cubiche delle a. 

Sinûhnente, Êitta una scelta di radici cubiche delle a' in modo cfaie 

siano ya[[ , Y^9 • • • > V^ ordinatamente proDorzionali ad un sistema di 
valori delle f^y f^j ... , /i , le sei espressioni 

(128') p^-' 

per n = o, I, 2, 3, 4 danno in un certo ordine radici cubiche delle sei 
radici a dell'equazione (125) o (126). 

Le relazioni (128), (128') sono notevoli per la loro semplicità; ma 
hanno forma irrazionale. Quando si conoscono le radici di una ijsol- 
vente di 6° grado, quelle dell'altra si possono calcolare razionalmente. A 
questo scopo si consideri la funzione 

+ ^a^,^ + Xy\X, + X^XjX, + XjX.Xj + X,X,X^ 

— X| Xj X^ ■"— Xj Xj Xj ^— Xj X^ X^ ^— Xj X. Xj — ~ Xj X^ X. 

— Xj Xj X^ - Xj X^ Xj X^ Xj Xg — Xj Xg Xj — X^ Xj Xj , 

la quale, come è noto, prende sei valori quando sulle variabili x. si fanno 
le permutazioni del gruppo alternante. Questa funzione, se si sostìtuìsce 
X. =/J, diventa un invariante di grado 18 per quel gruppo icosaedrico 
di collineazioni, che è generato dalle Z e T^S q che lascia ferma la co- 
nica (i') (cfr. n* 26 e 36). Per tal gruppo icosaedrico si possono assu- 



SUL GRUPPO SEMPUCB DI $6o COLLINEAZIONI PIANE. 8;^ 

mere come invarianti fondamentali di ordine pari (n° 44) 

f„ A, B\=fJMf,; 
mediante questi si può quindi esprimere )f, ed in tale espressione com- 
pariranno i termini seguenti 

/7, Aft, B'Jt = Ff,\ Ay,\ B',Af, = FA, A^; 
sostituendo ad F' la (102), si avrà 

y, = «x;' + M*;' + (Y^+ i^o*; + ^HA + u', 

dove a, ß, Y, i, 6, K sono coeffidenä numerici da determinare. A questo 
scopo sostituiremo alcuni dei poli di Gj<<,, tenendo presenti le (86) — (91). 
Per U punto /f;.^,^, = Tiì^^j,, si ha : 

A = o, H = o, x\ = — n*, y, = 4t( + 2ï)* + 4ï»'; 
si deduce 

Per il punto ^^,„„5«) si ha: 

A = o, /f=2(4C — i), *; = », ^. = iy?-(3C — 2)i; 

i-^(3C — 2) = — a + 2(4c — Oy; 
si ricava 

T = Ç(4^+5)- 
Per il punto Ä'^j^j^, si ha : 

A = i, H =9, x; = 5, y, = o; 
(I) i2;« + 25ß + 45Y + 5^ + 9Ö + C = o. 

Per Ü punto K^,,^^,^ = TiT^^j,, si ha : 

• A = i, H=9, *; = i-(6c' + i), y, = o; 

(i8c — j2)a — (30c + 2o)P — (270^ — i8o)y — (30«: — 2o)i 
W +225e4-2;2: = o. 

Per il punto ^„),j6) si ha : 

A = i, H= — ^, x\ = \, ^, = 0; 

(m) ot + 2ß — 18Y + 4Ì — 36Ö-|-8i: = o. 

Per U punto ^a^,,,« = 5Zü,„„j„ si ha: 

A = i, H= — i-, x; = 3c' + 2, >. = 0; 

(342 e + 305)a + (132 e — 26)ß — (108 e — 42)y 
^^ +(24c -28)^+360 — SC = 0. 
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Ora sc ndlc (I), (H), (HI), (IV) si sostituiscono ad a e y i valori 
sopra trovati, si ottengono quattro equaâoni colle incognite ß, \ 0, Ci cbe 
risolute dinno: 

? = -^(11-40, ^ = -^(32^- 39). 

• = -Ç(2c + 7). î: = Ç(23-4aO •). 
Concludiamo adunque che à ha per le risolventi generali (.^^o): 
r.«ì»Ì^.' = — ^*' + ^("— 40** + [(4c + 5)>+3(32c-39)l* 

do\x' V è uno qualunque dei sei valori che prende la funzione j^, , se al 
posto delle X, si sostituiscono le radici della risolvente di 6^ grado (125) 
ed X è una delle radici dell'altra risolvente (125'). Quindi, se è stata 
risoluta Li (125), per avere le radici della (125') basta per ogni valore 
di V trovire b radice comune alle equazioni (125') e (129); ciò che a 
il riàonilmente. 

Nel caso delle risalx-enti speciali (^ = 0), alla (129) bisogna sosti- 
tuire Tequazione 

(ijg»-^ l7v = -2x' + 6(8c-7)x. 

dove V é uno dei wlori che prende la funzione y,, se al posto delle 
.\\ si sosdìuiscono le radici delb risolvente speciale (126); si tratta allora 
di trv^varc U ridice comune alle equazioni (129**") e (126'). 

47. — li4^mlrr$ìtt parttcoìari di 6** grado. 

O!tio ,illc risolvcnd speciali (126), (126') corrispondenti a ^uppi 
di punti sitiuii sulb sesdca A = o, sono notevoli altre risolventi parti- 
colari corrsjxMìviciìG a szruppi di punti situati su quelle curve invarianti 
di 12** oid'.iìc, vhc svMio dotate dì punti doppi (n** 39). 

1\t un j:nìpjx> di pund situato su uiu sestupb di coniche, ad es. 
U S\ SI lu X = • — 1; per questo valore di 1 b (125) si può scrivere 

M Ter il puì\K% r|v.v-= ^-^^l'jVi* ^ ^• 

A-^x, n = .-i. a; = o, ,, = -ìlil(3c-2); 



$ 
Stt«it*c^uiix^^ ^ soddi^fitta dai valori trovati di 0, ^t e dò serve di prova. 
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come scgat 

l^x*— 2(c+i)x + y(c+iyJ+^4(i — 40f^ + 75((:— 10)^^ 

e questa, se si pone 

X = y (e + i)Ç, -^(loc — Oft — loo^c — 4) = 1728Z, 

diventa 

(130) iV - 10Ç + 5^ + 17282Ç = o, 

che è la più semplice risolvente di 6^ grado dell'equazione icosaedrica *). 
Per il valore > = e — i la (125') ha una radice nulla e si riduce 
ad un'equazione di 5° grado, che si può scrivere come segue 

[x+(c-2)P[x+3(c-i)]x— ^[4(i-4C>+75(c-io)] = o; 

e questa, se si pone 

x = -J-(c+i)r + -j-(i3-20 = -y(c+i)(r + 8c") 

diventa 

(13O (r - 3,y(r^ _ II r + 64) + 1728Z = o, 

che è la risolvente delle r dell'equazione icosaedrica **). 

Dalle relazioni sopra stabilite tra le radici cubiche delle radici delle 
due risolventi (125) e (125') segue che, se si denotano con Ç^, Ç^,, Ç, 
Ç,, Ç,, i^ le radici della (130) e con r^, r,, r,, r^, r^ le radici della 
(131), si può, in 60 modi, fissare le determinazioni delle radici cubiche 
delle Ç per guisa che si ha 



O32; 



per « = o, I, 2, 3, 4, ritenendo Ç^ = Ç^ se m ^ » (mod. 5). Queste 
sono nuove e notevoli relazioni irrazionali tra le radici delle due risol- 
venti di 5^ e 6^ grado dell'equazione icosaedrica. 

Se oltre a 1 = e — i, si pone [x = — ^ (13 e — 2), si ha il gruppo 

4 

di punti P, e le (125) e (125') si riducono a 
[**-2(c+i>+^c+ir]'=o, [*+(«:-2)]'[x+3(c-0K=o, 



^ F. Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder, p. 102. 
♦^ F. Klein, ibid., p. no. 
Mmd. Gre Méitm, PékrwM, u XIV (i^). » Stampato U 4 aoTcmbre 18^. u 
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le quali hanno precisamente per radici i vsdorì x tàx' fomiti dalle (88). 
Per un gruppo di puna situato sulla curva invariante di 12^ ordine, 
che ha i punti doppi nei punti JìT, si ha > = 9; per questo valore di \ 
la risolvente (125) sì può scrivere 

[* - -f (6 e + i)]'(x - 5) + '-^iS !* + 12624)* = o; 

in particolare, per il valore pL = ^ corrispondente al gruppo di 

punti Kj fornisce precisamente i valori x dati dalle (90). La stessa equaâone, 
posto : X = — (6 ^ + i)t, assume la forma 

(133) (t-i)'[t + (ì:+i)'] = K 

con h costante arbitraria. 

Per un gruppo di punti situato sulla curva invariante di 12^ ordine, 

che ha i punti doppi nei punti [7, siha> = ^;per qA^to valore 

di X la risolvente (125) si può scrivere 

(* - ^)\x + 4 c^y + ^^(8 f^ - 2S95)x = o; 

in particolare, per il valore \l = y^ corrispondente al gruppo di punti 

o 

17, fornisce precisamente ì valori x dati dalle (86). Se si pone x =z t, 

l'equazione coincide con quella, che è stata incontrata dal Sig. Fricke 
nello studio, che egli ha fatto dal punto di vista trascendente del gruppo 
^x6o *)• ^ notevolissimo che la stessa equazione, colla semplice trasfor- 

inazione x = -^, si riduce alla risolvente speciale (126), nella quale si 

2 

assuma 

._2595_--8|x 

180 • 

48. — Invarianti dei sottogruppi hesaianU 

Consideriamo il gruppo G^^, generato (n° 22) dalle collineazioni 
r=Sj,,jj e F= F^j^jjj = ZT^Z^y e consideriamo insieme il gruppo 

•) « Ueber dne einfache Gruppe von 360 Operationen » Nachrichten v, d. k, Ge^ 
üUscb. lu GöttingM, 1896. 
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G,g in quello contenuto e generato da S, T e Y\ Dalle (ii) e(i3)si 
ricava 

Mercè queste sostituzioni insieme alle (io) e (ii) si vede facilmente 
che le forme di 6^ ordine 

^ = «7,/J,> »a = «74/5/6 

sono invarianti assoluti per il G,3 e che la più generale forma di 6^ 
ordine invariata dal G^^ è una combinazione lineare di /,, /,, n, , n^. 
Tra queste quattro forme passa una relazione quadratica, che stabiliremo 
in seguito (152). 

Osserviamo col mezzo delle (23), (24), (26) che anche le forme 
di 6® ordine 

, ì; =/.'+/;'+//, K =/? +f: +/*s 

sono invarianti assoluti per il G,g e che perciò si esprimono linearmente 
mediante le precedenti. Per trovare queste espressioni, come pure per eflfet- 
fettuare in seguito altri calcoli, occorre anzitutto conoscere i valori delle 
forme /,, /,, w,, n,, T,, i^, fi',, n'^ in alcuni dei poli di G^^^. In questi 
poli calcoleremo ad un tempo i valori delle forme 

«. =nn +f,n -\-m> «. =/!/! +.nn+pj\ . 

che sono invarianti assoluti, di 12** ordine, per il gruppo G,g e che ser- 
viranno ancor essi in seguito. 

Ê manifesto che colla sostituzione Y la forma /, si cambia in /^ e 
la 2^ in /, ; cosi pure si cambiano l'una nell'altra la m, e la m^ , la n, e 
la n,, la r, e la /',, la mj e la w]^ e b II', e la n'^. Segue che oltre a 

^ = T(rn5('. + 'J = Wö« + <•■). 

le forme 

Ç = „. + „, = .7JJ, + ,/^/^/„ . 

5'= «;+< = «/,/,/, + «7/4/* 

sono invarianti assoluti di 6** ordine per il G^^ e che /, — /, , w, — n, , 
l\ — l\j n\ — n[ sono invarianti relativi del 6** ordine per il G^^. 

Ricordiamo (n^ 22) che in un G,g vi sono 9 poli doppi, punti base 
di un fascio sizigetico di cubiche; per il G,g qui considerato essi sono i 

punti: "ja3)(jÉ), ^,«)(56)> ^ia){56)> "(a3)(64)> "()i)(64) > "(«ÌM > ^MW 
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^ft)<45)> ^iaH4sr ^ 9 ^^^ ^> ^'^^ lutano gli stessi indici, sono gii assi 
doppi del G,g e contengono i rimanenä 36 punti U, due per ciascuna. 
Applicando le collinea^doni del G^^ , i 45 punti 17 si dividono in tre 
gruppi, costituiti Funo dai 9 punti U sopradetti e gli altri due di 18 punti 
ciascuno, che scmio i vertici dei triangoli (n** 11) \^, A^^, 1^^, A^^, \^, 
\s per Tuno e per Taltro i vertici dei triangoli 1,,^,, A^^^,, A^,^,, A^r^, 
A,,,,, A,y. Osserviamo che ^.,h$6)> ^,4(56)» ^34Ma6) appartengono ri- 
spettivamente al 1% al 2^ ed al 3° gruppo, e calcoliamo in questi tre 
punti gli invarianti del G,g sopra introdotti. 
Nel punto t/^j^^^,, si ha per le (36), (37) 
— 2C _ — ig> _i_e_e_i_g 

/x /a /j A /s /<5 * 6' = 2- 



r.~f.~rs~ /; ~ /s ~ /. ~ ' 

^ = -7(3 + 40» '« = -f' ^ = ^-^> •* = T^ 

(ij4) ^ ì; = i; = 30 + o> »; = -^'», < = -cV; 

3 4 

Nd punto ^„,t^, si ha: t/^^^^j^, = Z^ £7,,^^^^,, ; 

— 2c J_ __L — -L _ — ^^^ _ JL — e 

/i A /j /i /s /< ' 0' = 2- 

e* _ — 2 e' _ — 2 e' _^_j1_^_û ' 

7r~~r"~ /, - f,- fs~fe~ ' 
/, = /, = 3(1 + e), n, = — ce, «, = — ce 

m. = m, = 4(3 + 4«); 5 = «, Ç' = — (e + i). 
4 

Nel punto i;,..,,^«, ìà ha : I7,„„j4, = ZS* T £7„^,„<,; 
I e — 2C — 2ce _e_ _i_ . 

fi /» A A /$ fi ' ÛJ _ ,. 

il — il — _L — —^^'** — — a e' e* _ _«_ _ e ~ 

/; ~ /; ~ /; ~ /. " /; ~ /« ~ ' 

/.=/,= 3 (e + 0, n. = n, = — f; 

i; = i; = 3(f'+o, «; = «; = -c'; 






(136) 



m. 



. = m, = 4(3 + 40; Ç = — 2c, i' = — 2c\ 
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Come si è visto per i punti U, cosi anche per i punti V accade 
che applicando il G^^ si dividono in tre gruppi, due di 36 punti ed uno 
di 18 punti; appartengono a gruppi diversi! punti r;3^j^j,j, FJj,^,^,, r;.,,^^,,. 

Nel punto r[,^,^j,j si ha per le (49), (50) : 
ì(e* — <^) — ie(e* — <ù) — i — e e i 

«* e* — e i (e — o)) — j(e — w) — e . 

( ^ =— ^, = — I, «. = — 2C, n^ = —.v, 

(137) j /; = -/l = -2.'(e-«), «; = <«-e), < = -e'(«-«); 

(ot. = — 2(3C+2), OT, = — i; Ç = — Ç' = — (2C+I). 

Nel punto r,'„„,,, si ha : r;,^„,., = Z' f';„,„„; 
t'(»* — <i*) — « « I — *«(«* — «) — I 

e* Î (e — Cu) — i(e — o)) — fi e* — e . 

i/,=— /, = — 2c»(r*— w), n,=— »<«*—«), «, = »e*(e*--«); 
m, = m, = — 1; Ç = — Ç' = — 1(2 e' + i). 
Nel punto r,'..,,,,, si ha: J^;„k,„= ZSTr,',^,,,,,; 
— 1 — « t(e* — <ii>) — te(«* — w) * 1 

e^ — e' — e — ic(g — co) ìe^(e — tu) ^ . 

7r~ir~X" z ~ fs "Tr"*^ 

i/, = — /, = — 2 — 2C»(e* — w), «, = — «^ = t (e' — «); 
r. = -/; = - 2»+ 2c' («-«), «; = -n;=-(e-«); 
m, = m, = I + 4 f «(«* — "); S = Ç' = o. 
Gdcoliamo ancora i valori d^ invarianti di G,, in un punto P, 
in un punto jf ed in un punto H. 

Nel punto P,j^, si ha per le (40) e (43) con Ô' = e*: 

/. = ^i+20, K = -^2c-{-s), n. = o, «, = ~(2<:+3); 

i/; = -i(3-4«)(i+o, n = 4(3-4"')0+O; 

(140) < / \ 

OT.r^o, m,=-i<i4H-5), $=-7(2H-3). £'= — 5-(2i4-5> 
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Nel punto iT^,,^,^, si ha per le (52) e (53) con 6' = ^{2 — 3c): 

4 

'j=-|<4H-9). K=^6c-\-i), n,=tXi-2c\ „,=-i-<6c+i); 

|r.=-l<6c'+i), r.=J<4^'+9x «;=y<4-&), i.;=2«^ 



(14O 



l«. = -J-(22«+0. «. = -|-(6c — 7); 



Ç = -ì-(— 9 — I2W -f- 2C), Ç' = -y-C— 9 — 12«' + 2c'). 

Nel punto Ä,',,^,*) si ha per le (57) con 6 = 1: 

//, = — /, = I 4-Ï1, «. = 0, n, = eii'; 

O42) ) i; = _/; = -i-ì,_ì,', «; = _ev, n; = o; 

( m, = 11, «, = I + n + 11* Ç = — Ç' = «Di'. 

Per quanto si è detto in principio, si deve avere per valori conve- 
nienti delle costanti a, ß, y, ), >, (t, v, p : 

/; = «/. + ß/. + T«. + X«., 

«'. = ^^ + f*'a + ^». + P«.» 

e per cons^uenza, applicando la sostituzione Y: 

/; = ß/. + «/. + >„. + T„., 
«', = f*^ + ^', + p«. + ^«.- 

Da queste relazioni si ricavano, combinandole per addinone e sot- 
trazione, le seguenti 

6(c + i)(« + p)^ + (y + a)Ç = 6(c' + i)A, 

(« - P)(/. - y + (y - Î5)(«. - «J = /; - /;, 

(^ - rìc. - K) + (> - p)(«. - ".) = «; - «;• 

Sostituendo il punto ^3^,(5^) e poi il punto t7^,^)(^,, tenuto conto 
delle (134) e (135), si formano le seguenti equazioni tra i coeffidend 
incogniti a, ß, . . . , p : 

6(<: + i)(« + p) - (e' + i)(Y + X) = 6(c' + I), 
6(<: + i)(X + ft) - (e' + i)(v + p) = e', 
3(2c+i)(«-p)-(c' + 2)(T~a) = o. 

3(2c+i)(X-rì-(c' + 2)(v-p) = c'(«*-«). 
6(f + i)(« 4- p) + f (y -f- X) = 6(c' + i), 

6(c+i)a + f*) + c(v + p) = -(c+i), 

f(s._s)(v-p) = -(c+2). 
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le quali risolute danno : 

«+P = C', Y+^ = 0, ->^ + V- = -J^c'-\-l), V + p=:-l; 

«— ß=c'(«-«), T-^=3(«-8), X-(A=-i-«:'(«*-«), v--p=e»-«. 

Con questi valori le relazioni precedenti si riducono a 
043) Ç + Ç' + ^ = o, 

//;_/; = _ e' (e - «)[(/. - g + 3^(«. - «Jl, 

(^44) j „; _ „. ^ J_(e _ „)[(i, _ Q + 2c(«. - «,)]. 

49. — Primo catino äulla risolvente di Iff grado. 

Osserviamo che b funzione ^, che è invariante assoluto per uno dei 
IO sottogruppi Gj^, quando si applichino tutte le sostituzioni del G,^^, 
si trasforma nelle io funzioni seguenti 

5. = «Y./,/4 + «/s/Ja . ^6 = ^VM + «/./,/s , 

^a = «7./Js + e/Ja/„ Ç, = «VsM + «/.U. 

5, = «7./,/* + «MA, 5. = «7J,/4 + «/./,/.. 

^4 = «7./6/a + «/,/4/s , 5, = «7a A/s + «/./J, > 

le quaU si ottengono daUa Ç applicando le sostituzioni 

Z^Cf. (t = o, i; * = o, I, 2, 3, 4) 

S^ue che, assumendo per incognita la ^, questa soddisfa ad una 

equazione di 10^ grado, che è una risolvente del problema delle forme 

del G.^. 

Per costruire tale risolvente, si può, secondo il solito, calcolare le 
y^Vjf che sono invarianti assoluti del G,^ esprimibili come segue: 

Zìi = K^' + «.^^' + «.^^ + ^L 

i coefficienti numerici ot, ß^, ß^, ... , v si possono ottenere sostimendo 
in queste equazioni alle variabili particolari valori. 
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Cosi od poaao ü^^^^ à. ha 



Z5i = 4« — 6, Z^.-= — 4* — 7, «e 
Nei panXD P^^. s hi 

C (JUZDiZÌ 

Z^. = 4^ — 6, Z5Ì = I7 — ioc, ecc. 
Poi, tenute presentì k (94X (95), ecc. e sostituendo le coordinate 
dei punti (7, P, ecc. ndk equazìooi soprascritte, si ha 

4^—6=«, — 4^— 7=ìv, — 1-^„ _ioc4.i7=p^^c'— i)P„ ecc. ecc. 

donde si ricifa 

a = 4^ — 6, ^ = 40 — ^X Pg = 6, ecc. ecc. 

Ma : cakoG, man mano che si procede ndb determinazione delle 
costano successive y^, y^ , . . . , v, diventano eccessivamente lun^ e, quel 
che è pe^o, il numero deOe incognite è tanto grande che per determi- 
narle tutte non basta Tuso dei soli valori che conosciamo delle Ç e di 
Ay //, /, che sono i valori che queste prendono nei punti uniti di G^^. 

Occorre dunque escomiare un akro metodo per costruire in modo 
completo una risolvente di 10^ gi^do, ciò che £u'emo nei numeri succès- 
si\'i; vedremo anzi che à può all'iiKognita \ sostituirne un'altra in modo 
di avere il vanu^çio che i coefficienti della risolvente siano tutti reaU. 

Frattanto gio\iamod del risultato qui ottenuto 

(M5) Z;.' = 4(5 -0^ + 6^ 

per dimostrare una fom:ob, di cm abbiamo avuto Inscio al n^ 40. 
Osser\Tamo che 

K = vv:f] + ^Tjin + 2 f , i\ = ^nnn + ^'r,pj\ + 2 f, ecc. 

donde, sommando e tenendo presenti insieme alla (45) le (93) e (100), 
si ha 

( = _ (aSf + 2)F+ (24c + 20)F. 
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60. — I fasci di &* ordine e le efèbiche armoniche 
invfMrianti per G^^. 

Le curve di 6° ordine invarianti per G^g hanno per equazione 

(147) x/, + (x/^ + v;ì, + pn, = o 

e formano un sistema lineare 00 ^ Tra esse consideriamo quelle che pas- 
sano per quei 9 punti U che son poli doppi di G^g. Sostituendo uno 
qualunque di questi punti, si ha per le (136) che i parametri \ |x, v, p 
debbono soddisfare alla condizione 

(148) 3(c + !)(>. + ^) _ <:(v + p) = o. 

Le curve considerate formano una rete, ogni curva della quale si 
decompone in due cubiche del fascio sizigetico invariante per G,g. Infatti, 
presi due punti qualunque del piano, si considerino le due cubiche di 
questo fascio che passano per l'uno o per l'altro e la sestica di quella 
rete che passa per entrambi; la sestica ha in comune con ciascuna delle 
cubiche i 9 punti U insieme ad altri 18 punti, che sono i trasformatì 
mediante G,g del punto per il quale è stata condotta la cubica. 

Se alla (147) applichiamo la sostituzione F, abbiamo 

1^'. + ^^a + P^ + ^«a = 0, 

e, confrontando questa colla (147) stessa, concludiamo che le sestiche 
invarianti per G^^ si ottengono ponendo 

e però costituiscono due fasci; per > = |x = , v = p sì ha il fascio 

(149) 6^ + vÇ = o, 
eperX = — |x=:i, v = — psihail fascio 

(150) /^_/^-j.v(«, — nJ = o. 

Le sestiche del secondo fascio, per essere soddisfatta la condizione 
(148), sono decomposte in coppie di cubiche del fascio sizigetìco, e pre- 
cisamente ogni coppia consta di due cubiche, che colle collineazioni di 
Gj^ o sono invariate o sono mutate l'una nell'altra. In particolare per 
v = oev=: — 3^, si hanno, per la (144), le sestiche 

che si spezzano l'una nelle due curve Jacobiane per le terne di coniche 
(i) (2) (3) e (4) (5) (6), e l'altra nelle due curve Jacobiane per le 
teme di coniche (2') (3') (5') e (i') (4') (6'); invero, per le (135), la 

Mmti, Gre, UaUm, PaUrwto, t. XIV (1900). — Sumpato il 4 novembre 1899. i} 
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ê iS pmsâ (7, die noo Tcrtid di triangoli 
iiaiMiinigHL "w'. ■ r s iae .gLu' i umg i y âeie oxâdie (i)» (2), (5) o a due 
™j^?y icSe jm n rV ''+^. ^j^, ^<% e, per k (i}4X I* forma f, — f, si 
miib aezft lun li pxcc: C. -zeôc â rsagoE aiztDcooîi^m riq>etto 
a âae j'»Vn7T>* idLc ^roL-ftir ^2'^ (j^ (j*) o a doc cjoalimqiie ddk 

«^ (x-^ ?4'^ :év 

DdLe sd .^f'àrr iE^'aar.Vrr ài taôo sbrecco tc ne sono due, 
axrc t zxxa, rav-^ idle œsl è Tra^^^^îTi da tssts le coDineazioni di 
G^;*7jrffg, aiaààen:^ arce ^ ^Jftj " ^ ^co^ a rvhr rippr rvii;afr difla (150) 
per cocivaDes Tskri ^^, ^^ i£ ^. 

Le vctV dd pnso £sdo sî socczao xn 18 pann F, che stauino 
sog^ ass dsk ooDOBopc â G^; esse sono îa geaerak irredncibQi, perché 
ak i h ^ = o, dK i^a: üaie al ùsào. in : ar tk o hrc per 1» = 3 f ' b 
(149) â poò s aSse 

(151) ; + 2jJ = o, 

e, sâcosme t aodic vny^^i la ainifrrna^ (148X q^z^sti rappresenta una 
srcva, cbe si deœccpooe in dxie axnre àd £ack> sâigetico; ma, essendo il 
primo monbro deOa (151) on zmrariante assofaso, non può per alcun 
calore dì ^ d^^dorsi dal primo membro ddb (150), che è un invariante 
relativo; dunque la (151) rappresenta oomplesszvamente due cubiche, che 
sono casrbrnure dis>T;na in sé da tutte le coOineazzoni di G^. 

Pertanto le due cuhkhe armoniche, che sono invariate dal G^ , presa 
r^^<uiìna come doppia, sono due curve diverse dd £isdo (150), e prese 
nd loro insieme sono una curva dd fasdo (149)- S^ue che deve sus- 
sistere unìdentxti della forma 

<K - ly + ^Hi. - ü(«. - o + t(«. - ny = a + icAf 

e che i valori "»,, ''^ di >», per i quali la (150) rappresenta le dette cu- 
biche armoniche, sono le radici dell'equazione 

«V* — 2^v -J- T = o. 
Allo scopo di determinare i coefficienti «, ß, y, sostituiremo succes- 
sivamente i punti £/,3,,;^), f/,3,.,56». '''54H56>' ^«»endo presenti le (135), 
(134), (137), otterremo le seguenti equazioni 

— ìc'^ = 9c\ 

- Î4C'« + i8(c' - 2)? + -|-(3c' + 2)Y = ^(c' - 2), 

4« — 8c'fi + 2(c' — 2)y = — 6c', 
dalle quali ricaviamo 

çt=i, ? = 2c, T = — 3- 
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Adunque resta stabilita la relazione 

che è la relazione quadratica tra le forme /, , l^, n^, n^, di cui al n^ 48. 
In virtù delle (144) essa si può anche scrìvere 

(152') (r. - ly + 4cV'. - rXn\ - «;) - 3« - n'y = a + 2CÄ)\ 
Nel tempo stesso, ponendo 



si ha che le equazioni X, = 0, X^ = o, rappresentano, come doppie, le 
due cubiche armoniche invariate dal G^^, se v^ e v^ sono le radici di 

V* — 4CV — 3 = 0, 
dee 

^' j = 2C±ì(«-a>). 

Dalle (153) si ricava: 

(/.- /, = --i-ì(e'-a>)(-v,X. + v.XJ 
(154) , ^ 

\ 4 

Se introduciamo poi anche l'equazione 

v'* — 4c'v' — 3 = o, 
di cui le radici sono 

'; \ = 2c'± i(.' - «), 

vediamo, mediante le (144), che si ha 

^ ^ |j;-r, + v;(„;_<) = -ix.; 

donde si ricava 

ii\- /; = _J-(,_«)(v;x. + v;xj 
(156) ^ 4 

\ 4 

52. — IZ jpro&lema deUe forme di G^^. 

D'ora in poi tra gli invarianti relativi del ff* ordine di G^^ assume- 
remo a fondamentali X, ed X^; tra gli invarianti assoluti del ff* ordine 
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assumeremo a fondamentali ^ ed il s^[uente 

X= 2(1 -05 + 2(1 -OS', 

il quale in virtù della (143) si può anche scrivere 
X = (i- ^c)i — {i + 2c)A 

= (i-40Ç'-(i + 20^. 
Avendosi 

(157) X-{-9A = (i- 40a + icA), 

s^ue dalla (151) che l'equazione complessiva delle cubiche armonidie 
invariate dal G^^ è : X -^ 9A = o; segue inoltre dalle (i 52), (1J3) che 
tra i quattro invarianti A y X, X^y X^ ha luogo la relazione quadratica 

(158) iX-{-9A)* + isX,X, = o. 

Dati i valori di Ay Xy X, , X^ in modo che questa relazione sia 
soddisfatta, il problema delle forme di G^^ consiste nel cercare i corri- 
spondenti valori delle variabili, che consideriamo come le tre coordinate 
proiettive di un punto. 

I due fasd di sestiche invariati da G^^ ora hanno per equazioni 
X, — V X, = o, X — fA = o, 
ed ogni gruppo di 36 punti trasformato in sé dal G^^ (e non situato 
sull'una o sull'altra delle due cubiche armoniche) *) è l'intersezione & 
una curva del primo con una curva del secondo fascio. Il problema delle 
forme di G^^ si riduce a trovare quei 36 punti dati che siano v e p. 

È chiaro che un gruppo di 36 punti trasformato in sé dal G^^ fa 
parte d'un gruppo di 360 punti trasformato in sé dal G^^, e d'altra 
parte che gli invarianti Hy J ài G^^^, essendo invarianti non fondamen- 
tali di Gj^, sono esprimibili razionalmente mediante gli invarianti A, X, 
X,, X, di Gj^. Sono queste espressioni che ci proponiamo di trovare, 
per risalire cosi dal problema delle forme del G^^ al problema delle for- 
me del G^^^. 

Ö2. — Espressione di H mediante Ay Xy X, , X,. 

Consideriamo la forma X'-f-X*, che é un invariante di 12® ordine 
per il G^^'y essa, per mezzo della (153), si può scrivere 



*) Se un gruppo di 36 punti è situato sopra una cubica armonica, che fa parte 
di curve dell'uno e dell^altro dei fasd considerati, Io si darà invece come intersezione 
di quella con una curva d'un fascio degenere di 12° ordine, il quale è X\ — Vi4':=o, 
se la cubica armonica su cui sta il gruppo è X^ = 0. 
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x:+x:=2(/.-o'+8c(z.-/.)(».-«j+(8c-io)(«.-«,y, 

indi, per le (152) e (157): 

(159) XÌ + X: = --j^(X+9^*-8c'(«.-«J\ 
Or bene si ha 

(»z — « J = (», + ^2)' — 4 «, ^ =^* — 4Fy 
ed in virtù delle (157) e (102): 

(160) — i5(«_«J»=X'-f2(2c+i)^X4-9(2c4-iK— 4(c— 4)i/. 
Sostituendo nella (159) risulta 

(161) (e — c')(X\ + X^ — X' — 2^X — 9^' = 16H 

e questa è l'espressione, che si cercava, di H mediante -^, X, X, , X^,. 
Da questa e dalla (158) si deduce inoltre 

_ Ç1(XJ — X,7 = X^4- 6^X'+ 5i^'X'+2i6^'X+486^ 

(162) "4 

+ 3o(X* + 2JX+9J')H+ 240if% 

forinola che ci servirà in sonito. 

S3m — EspresHane di G mediante gli invarianti di G^^. 

U calcolo dell'invariante / di G^^^ mediante gli invarianti Jy X, X, , 
X, di Gj^ è molto complicato. Per giungere al risultato ci conviene an- 
âtutto cercare la espressione di G, facendo uso nuovamente degli inva- 
rianti relativi /, — /, , n, — n^^ invece di X, , X,. 

Per la stessa definizione di G (n** 42) si ha: 

G = WfjflJ 4" ^a^ì 

= 7(«ì + ''D(^, + ^a) — yW — «DK — ^.\ 

e però scomporremo il calcolo di G nel calcolo delle quattro forme 

«ì + ^l» ^ì — ^ì> ^, + Wa> m^—m^, 
che sono invarianti per G^^ e sono le prime due di grado 18 e le altre 
due di grado 12. 

a) Calcolo di n\^nl e di n\ — n^. — Abbiamo 

2 », = Ç + («, — «a)> 2«, = Ç — («, — nj, 
donde 

4(«î + «D = Ç' + 3(«.-«J'Ç, 

4 («! - «D = [3 Ç' + («. - «Jì(«. - «J; 

e quest-% in virtù delle (157) e (160), diventano 
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r,6,i 30(c-c'X»!+«D=X'+3(2f+i><X*+27c^X-M(7c-4><' 
— 3(c — 4)HX-\'iS(c-\-i)HA, 

(164) -i5(«!-«D=['X'+2(2t+0^^+îK^M«-4)flX«.-«a). 
fc) Calcolo di m, + m,. — Osserviamo che si ha 

^, + ^a + ','a = Z*.-*»; 
ma, per la (124), si ha 

Xx.Xj = a, = (c — i)H+ 33 Cif , 
inoltre si ha 

4l.K = 0, + hy-(},-Kr = 9OcA^-(l,^iy; 
dunque, sostituendo, risulta 

(165) 4K + «,) = A^cA^ + 4(c - 0H+ (i. - ly. 

c) Calcolo di m, — m,. — Essendo la forma m, — m, un invariante 
relativo d'ordine 12 per G^^, deve potersi esprìmere come sq;ue 

m, - m, = (a^ + a'X)^ - O + (M + ß'X)(ii, - «J. 

A determinare le costanti a, a', ß, ß' sostituiamo il punto üi,^x«6)» 
e, tenute presenti le (135), troviamo l'equazione 

p-3(c-i)p' = o; 
sostituiamo poscia il punto y^^^^^6)i ^> tenute presenti le (138), abbiamo 

sostituiamo in terzo luogo il* punto -^[,3^56)» ^1 t^ute presenti le (142), 
abbiamo 

— co = (i — 4c)[2 eco'a' — c'ß']; 

da questa e dalle precedenti si ricava 

«' = -^3(4^-1), r = -^(c-4), ß = -f(3^-2); 

infine per determinare a sostituiamo il punto U^^^^^^s) > ^> tenute presenti 
le (134), abbiamo l'equazione 

78c-i5 = (6c+3)«-27f'«'-(f' + 2)ß + |-(c'-2)ß', 

la quale, dopo di avere sostituito i valori sopra trovati di a', ß', ß, da 

Dunque si ha 
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ossia 

'^ ^ +[6(c+2)^-4cX](«.-«0. 

<i) Espressione di G. — Ed ora per avere l'espressione cercata di G 
non resta che a sostituire nell'espressione sopra scritta di G i risultati 
ottenuti nelle (163), (164), (165), (166)» sviluppare ed ordinare. A cal- 
coli £itti si trova: 

— 240 (e — e') G 
= 42c^'X'-|-252(c— i)^'X'+567(c — 2)^*X— i26(c+i4)^J 
+ [4(c — i) X' — 36 ^X*+ 9 (43 e + 2) ^'X+ 1 8 (5 3C — 46) A'] H 
+ [i8(3c-2)X+36(c-4)^ff' 
^Ä,^^+tX'+3(2c + I)^X'+27c^'X+6(7c-4)^'J(/-ZJ* 

+ 2[-X'+2(4C-7MX'-Xf+8KX-54(c+2M'J(/-/0(»-«J 
+ 2[(c-4)X-i8(3c-2)^]£r(/.-0(«.-«J 
4. [_8cX'-4(5c-i4MX*-|- 36(c4-2KX+54(5C-2)^'](«.-»J* 
+ [-4(7C + 2)X+iS(c+6)^]H(».-«,y. 
Un'espressione analoga si ottiene per G'; e precisamente, se nel se- 
condo membro dell'espressione ora trovata si cambia e in e' e si cam- 
biano le l^, /, , n, , «j, rispettivamente in /', , l[ , n[ , n[ si ottiene la espres- 
sione di — 240 (e' — c)G'; come è facile persuadersi, ritornando sui cal- 
coli fatti ed osservando che è lecito dappertutto fare i detti cambiamenti, 
conservando inalterati A, H, X. 

S4. — Eapressiane di J media/nte A, X, X, , X,. 

Sommando membro a membro l'ultima equazione colla analoga che 
se ne deduce coi cambiamenti sopra detti, si ha : 

/ _24o(c — O(G-G0 

= 2ijPX'-37SA'X' — ^^A'X-)S9iA' 

— [6X' + 72AX' - ^A'X + ii79A']H- (45X+ 27oA)H' 
2 

(168) ( +[X' + 3^X'+i2ffX+(i8i/^-24^0]5„ 

+ [6^X' + (-3H+27^0X+(i8if^ + 42^0]C.. 
-{-2[— X'— i4JX'-(4Ìf-f72^')X— (36if^-fio8^Ó]5„ 

+ 2[8^X'4-(H-M0X + (54^^-54^')]C., 
-\- [S6 A X'-(SH- 72 A')X + (108H A- 108 A')]B„ 

4- [-8X»— 20iiX*— (28H— io8^')X-f (i8ffii+270^')]C„ , 
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dove è Stato posto, per abbreviare: 

B.. = (/. - lù' + (/; - OS 

*.. = Q. - 0(«. - »J + (T. - l'ù« - «a 
B^ = («. - ny + («; - «;y. 

e» = c(i, - /j(«. - «j + c'(r. - o(«; - «a 

Ci proponiamo ora di esprimere le £ e le C mediante A^ X, X,, 
X,. A questo scopo ricaviamo dalle (154) e (156) 

a.-o* = --y(v:xì+6x.x,+v:xa 

0. - 0(«. - «J = - -|-(- ^x: + 4f X.X, - v.XO, 

osserviamo inoltre che per i valori di v^, v^, v'^, v^ (n° 49) si ha 

cv^-c'v;' = -3(c-0±6/J, 
2cS; - zc'S- = _ ii(c _ e') ip 2|/J, 

dove il sjgno superiore di f'J corrisponde all'indice a = i ed il segno 
inferiore all'indice a = 2. Col mezzo delle formole ora scritte ricaviamo 
8 5.. = 3 (e - c'){X\ + XD - 3 X. X. + 6 V^{X\ - Xj), 

i6c.. = ii(c-c')(x:-i-x:)+2ix,x,-2|/3(x:-x:), 

8 B., = (e - e') (X.' 4- X:) + 7 X. X, - 1/3 (X.> - X% 
i6C„ = -3(c- c'XX: + Xl) + iiX.X, ~}VJ(X: - XD, 

8 ß„ = - (^ - c'Kx: + XD + X.X„ 

i6C„ = - (e - c')(X.' + X:) - 7 X.X.; 
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infine, tenendo presentì le (i6i) e (158), abbbuno 

4 



il 
isB,, = X^-i2AX-S4A^-\-3oH-'-l\rj(X:-Xl), 



ìoC„ = iSX*-6AX-2tJ'-\-ii.3oH-^V3ÌX:-XI), 

4 



3oC,, = -7X'-S6AX-i62A^-}.3oH-^VJ(X:-Xl\ 



8 
fT 



1SB^^ = — 2X' — 6AX — 27A'—30H, 

30 C„ = -X'+i2^X + 54^' — 30 if; 

le ultime due di queste forinole si possono anche ricavare direttamente 
dalla (160) e da quella che si deduce dalla (i6o) collo scambio di n,, 
n,, e in «;, n;, e'. 

Ora ritornando alla (i68), osserviamo che il primo membro, in 
virtù della (ii7)> si può scrìvere 
— 24o(c — c')(^G — G') = — 24/ + i2o(G + G') 

= —24J—6H'A+36HA'+3o6A^, 
sostituiamo nel secondo membro alle fi e C le espressioni ultimamente 
trovate, sviluppiamo i calcoli e giungiamo al risultato seguente : 

'—3J=:—X'—AX' — A'X'—39A'X'-ii4A'X—'^^^A' 
(169) I +[X' — 2sAX' - 183^^]//+ -~[4X — i6sA]H' 

+ -L/JP4.2^X*+ i8^*X+24^'+ ioHX](X.^-X:) 

che dà l'espressione cercata di / mediante gli invarianti fondamentali 
Ay X, X^ , X^ di Gj^ , quando in funzione di questi si supponga già cal- 
colato H col mezzo della formola (i6i). 

SS. — La risolvente di Iff grado del problema 
^delle forme in G,^. 

Supponiamo ora inversamente dati gli invarianti Ay H, J ài G^ e 
proponiamoci di calcolare gli invarianti X, X,, X, di G^^. 

Cominciamo a formare l'equazione che serve a calcolare la X. A 
questo scopo basterà nell'equazione (169) isolare il termine con X' — X*, 

Mmêd, Ort, UüUm, PêUrimo, t. XIV (1900). — Sumpato Tu novembre 1S99. 14 
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indi quadrare i due membri e sostituire per (Xf — X^* la espressone 
data dalla (162). 

In questo modo, se si pone per brevità 

ß, = X' + 2^r + 2(5H+9^0X+24^', 
Q^ = X*-\-6JX'-\-s(ioH-\-i7A')X'-{-i2(sH-\-i8A')AX 
(170) { +6(4oH' + 45H^' + 8i^0, 

Ö5 = X'— i5AX*-\- i5(if—^0X' — 15(25//+ 39^')JX' 

+3o(if'— 57^0^+— (10/— 275//'^— 610//^»— 843i<0, 

si trova l'equazione 

(170 o;+3o.ô; = o, 

che è del 10° grado in X, ed è una risolvente del problema delle forme 
per il gruppo di sostituzioni G,^^. Le io radici di questa equazione sono 
i IO valori, che prende la X quando si applicano tali sostituzioni, sono 
cioè 

X'" = (I - 4c%-ii + 2c)A, (, = 0. 1 9) 

dove le Ç. sono h espressioni scritte per disteso al n** 49. 

Per formare una risolvente di 10° grado, invece della funzione X 
da noi scelta, si sarebbe potuto assumere come incognita uno qualunque 
degli invarianti assoluti del G,^ (che non sia perù invariante di G,^; 
le risolventi di 10° grado più semplici si ottengono scegliendo per inco- 
gnita uno degli invarianti assoluti del grado più basso de) G^^ , che sono 
quelli di 6° grado e sono della forma aA-\'bXy con a, b costanti ar- 
bitrarie; dunque tutte le risolventi più semplici di 10° grado si ricavano 
da quella sopra formata colla trasformazione : Y = aA'\'bX. in par- 
ticolare per a = — (2 c — 3), b = (4 c — i) si ricava la risolvente 

che ha per radici le $.; per a = 9, i = i, si assume per mcognita 
quell'invariante che, uguagliato a zero, dà l'equazione complessiva delle due 
cubiche armoniche trasformate in se da un G^; in questo caso la ri- 
solvente è: 

(172) R]+sR^R\ = o, 

essendo; 



) 
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R^ = Y^-25Ar-\-sC2H-\-4sA^)Y-i5(6H+47A^)A, 
R^=Y*— SO AT -^iS (2 H -{-25 A') Y' 
— 240(2H-\- 9 A') AY+ 60(2 H -]- 9 Ay, 
(173) {R^=Y'—6oAY'-j-is(^H+89A')Y^— 60(^1 SH-^246A')AY' 

+ 1 5 (2 H» -I- 693 H.4* + 5448 ^0 ì" 

-{--^(2j— 67 H' A— 1958 HA' — S103 A'). 

2 

D termine noto di quest'altra risolvente si spezza nel prodotto di due in- 
varianti di 30° ordine 
2f-{67±4SiVJWA-(i9s8±s92if^)HA^-^Si03±i692Ì\r^)A\ 

che uguagliati a zero rappresentano le due decuple di cubiche armoniche 
corrispondenti ai io sottogruppi G^^. 

Ritorniamo alla risolvente di io° ordine formata prima; consideria- 
mo un gruppo di 360 punti trasformato in sé dal G^^^ e non situato 
sulla curva A = o; esso sia dato mediante i parametri X e [i. (n° 43). 
In ciascuno dei io gruppi G^^ pensiamo il fascio di sestiche X — p-4 = o 
e nel fascio quella sestica, che contiene 36 dei 360 punti prima consi- 
derati; l'equazione di 10° grado, che determina i parametri p di tali se- 
stiche, si deduce semplicemente dalla (171) ponendo in questa -/^ = i, 
/f = X,/ = |i., X = p; sviluppando i calcoH per ordinarla rispetto alle 
potenze di p, si trova : 

o = 4p"'+i8o(X+3)p«+i8o(-X + 9)p^ 
+ i35(23V+i54>+207)p*. 
+ 5(10(1.— 305 V + 4050X4- 15503)?' 
-f 1 350 (— (1 + 18 V -f- 205 V + 504 X + 537) p* 
+ i35[io(X— i)(i. — 95V+i565V4-i3827X + 2003i]p' 
+ i35[— io(25X+39>+54oX«+9395X'+3i335X*+55ii3X+63873]p* 
+ 27o[io(X*— 57> — 275X* + é7oX'+ i8576X' + 40338X+54099]p 
+ 2025 |A* — 405 (275 X' + éio X + 843) (1 

81 

-j (75625 V-{- 335500^'+ 856230 V+^05^5^>oX + 752i2i). 

4 

Quando poi si tratta d'un gruppo speciale di punti, situato sulla curva 
^ = o e dato mediante il parametro 6 (n° 43), considereremo in cia- 
scuno dei .10 gruppi G^^ il fascio di curve di 12° ordine X* — f'H=o 
(escludendo il valore p =: 00 corrispondente al gruppo di punti if) e nel 
fascio quella curva, che passa per 36 dei 360 punti; allora dalla (171) si 
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ricava la seguente equazione di lo^ grado in p : 

(i75)(p^+i5P' + 3op+45/ö>+3pV+ioy(p*+3op*+24o)=o, 
o per disteso: 

(I7S0 "^^^ "^ '^^* "^ ^'^^''' ■*" ^^''' "*" ^^~^' 

+ 1350 f^p^ + 72900p' + 2700 l^p + 20256 = 0, 

che si può anche scrivere 

(175") p*(2p«+45P' + 27o)'+2e'(p«+i5p»+3o)p+e'«=o, 

ove si è posto 6' = 45 J^ *). 

Quando finalmente si ha insieme A = o, H=o, caso rimasto escluso, 

trattandosi dei punti H, è facile calcolare in essi i valori ddle Ç, che sono 

[ad es. in Z/^^,«, (n" 47)]: 

l'equaâone cui questi soddisfano é : i" -\- i* -^ i := o; da essa, essendo 
ora X = (i — 4c)K, si trae l'equazione in X 

che concorda colla (171), quando in questa si ponga, insieme a ^=:o,e 
ff=o, anche /= 10(1 — 4c) per le (115). 

A verificare l'esattezza dei coefficienti numerici delle equazioni (174) 
e (175) si possono utilmente adoperare (cfr. n® 48) i gruppi dei poli di 
^360- Cosi nel punto f^^^)^^^) è facile calcolare i valori 

Ç =Ç =0, -^ =5 =-^ =Ç,=2C+1, -^.=Ç,=Ç^=_Ç =f(2c'+l), 

che soddisfano all'equazione 

[l' + 3(1 - 4c)V - ì(>YV = 0, 
e siccome in un punto V si ha X = (i — 40)^9 H =2(^40 — i), cosi 

è p' = — (4 c — i)Ç% per guisa che l'equazione precedente diventa 

pX2p' + 45P' + 27oy = o, 
che concorda colla (175") quando si pone 6 = 0, che è il valore di 6 cor- 
rispondente ai punti V. 

Ancora, in un punto K è facile calcolare i valori 

Ço = 5x = 5a = 53 = ^4 = Y(— 9 — 120) + 2O, 

Ç,=Ç, = $, = Çs = $, = -y(-9-I2C0' + 20, 



*) Qyi è da ripetere un'osservazione analoga a quella già fatta in nota a pro- 
posito dell'equazione (126). 
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dai quali sì deducono ì valori 

che sono radici dell'equazione 

(p*-|-io8)» = o; 
a questa equazione si riduce appunto la (174), quando si ponga in essa 

X = 9, (X. = ^, valori di ^ e (X. che competono ai punti Ä'(n° 43). 

Similmente, visto che i valori delle Ç nel punto ^(.»(jé) sono 

e quindi i valori delle p nel punto medesimo sono 

fo=?s=—9* P.=P,=P4=P8=3(i— <^')> p =p,=p =p^=3(i— e), 
â conclude che la (174) per i valori X = ^ , [jl = — ^, che com- 
petono ad un punto U, si deve ridurre all'equazione 
(P + 9)'(2p* — 9P + 27)* = o, 
che ha per radici quei valori di p; dò che appunto si verifica. 

S6. — Selazioni tra la risolvente di Iff 
e quelle di ß^ gr€ido. 

n gruppo di Galois per la risolvente di 10^ grado (171) è iso- 
morfo al Gj^; esso è un notevole gruppo di permutazioni di io cose, 
generato dalle 

(oi234)(56789) e (153X294X^87) 
prodotte negli indici delle X dalle due sostituzioni Z e T eseguite sulle f^. 

Quando di detta risolvente si conosca una radice, il suo gruppo di 
Galois si riduce ad un gruppo isomorfo al gruppo G^^ di collineazioni, 
e quindi le altre nove radici si debbono poter calcolare per radicali; come 
si effettui questo calcolo risulta da quanto s^ue. 

Supponiamo che sia noto un valore di X e che per esso non si 
annulli il polinomio Q^ (170); allora colle formole (161), (169), che 
hanno servito ad esprimere H q J m funzione degli invarianti di G^^, 
si determinano i valori di X^ e di X^; indi si ottengono con estrazioni 
di radid quadrate due valori opposti sia per X, , sia per X, , il che è di 
accordo col fatto che le forme X, , X, sono in G^^ invarianti relativi, i 
quali per le sostituzioni di G^^ sono suscettibili di due valori opposti; ma 
fissato il valore di X, resta individuato quello di X^ in virtù della (158). 
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Qò posto, se oltre al noto valore di X si aggiunge al campo di razio- 
nalità uno dei due valori di X,, siccome X^ appartiene al gruppo G^^ 
cod il gruppo di Galois della risolvente si abbassa ad un gruppo iso- 
morfo al G,|. Siccome poi il G,, è (n"" 22) isomorfo ad un gruppo in- 
transitivo di permutazioni tra le /| , per cui tre di queste si permutano 
tra loro e le altre tre pure tra loro; cod, quando sia nota una radice 
della risolvente di 10^ grado e inoltre si sia fatta una estrazione di ra- 
dice quadrata, il primo membro deUa risolvente di 6^ grado (125) o (126) 
si deve poter spezzare nel prodotto di due fattori cubicL Precisamente, dati 
A, Hf J Q supposto noto un valore di X, e quindi di Ç mediante la (157), 
saranno noti i, -|~ I, ed n, -f- n,; si 6ssi, come û è detto, una coppia 
di valori per X, e X,, e allora col mezzo delle (154) si avranno anche 
i, — /, ed fi, — n,; perciò saranno noti /,, i,, »,, n^; posdale (165), 
(166) faranno conoscere m,, m^. Si vede fadhnente che, scambiando una 
coppia di valori di X, , X, colla coppia di valori opposti, le /, , m, , » , si 
mutano nelle /, , m, , «, e vice\'ersa. Note che siano le /, , m, , », , /^ , m^ , «, 
segue, per la loro stessa definizione, che il primo membro della risolvente 
di 6° grado (125) o (126) rimane spezzato nel prodotto di due noti fattori 
di 3° grado: 

(x^ — /, X* + m, X — «|)(x^ — /,x* -f- m,x — ffj). 
Ad ogni modo di scindere le sei radici x,. della (125) o (126) in due 
terne corrisponde una radice X della risolvente di 10° grado, come si 
vede tenendo presenti le espressioni delle $,. scritte per disteso al n°48; 
ora abbiamo mostrato come, nota una radice X, per la quale non si an- 
nulli ßj , si ottengano, mediante estrazione di radici quadrate e cubiche, 
le due terne corrispondenti di radici x,. 

Quando la radice X, che si suppone nota, è tale che per essa si 
annulla Q^, in virtù della (171) si annulla anche Q^; la (169), che si 
può scrivere 

o = 8ß, + i5i^ö,(x:-x:), 

non serve a far conoscere XJ — X^. In tal caso, come si vede chiara- 
mente dalla (171), il valore considerato di X è radice doppia della risol- 
vente di 10° grado. Allora alla (169) sostituiamo la (162), e combinando 
questa insieme alla (161) ricaviamo per X* due valori, nella espressione 
dei quali entra /ß^. Indi, seguendo il procedimento sopra indicato, con- 
cludiamo che, se per il noto valore di X si annulla ß,, X è radice 
doppia della risolvente di io"* grado, e che, aggiungendo essa insieme a 
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du2 estrazioni di radici quadrate, il primo membro della (125) o (126) 
si spezza, in due modi diversi, nel prodotto di due fattori cubici. 

Se della risolvente di lo"^ grado si conoscono due radici semplici 
X^^\ ^(» g ^.QQ jyg estrazioni di radici quadrate si sono fissati i corri- 
spondenti valori di X,, il gruppo di Galois per la (125) o (126) si 
riduce ad un gruppo isomorfo a quello, che è intersezione di due dei 
dieci gruppi G,g e che, come si vede facilmente, è un gruppo binomio: 
I, (aß)(YS). Per cons^;uenza due delle radici della risolvente di 6° grado 
si debbono calcolare razionalmente, e le altre quattro si debbono ottenere 
colla risoluzione di due equazioni quadratiche. Basta a questo scopo che 
formiamo le due equazioni cubiche corrispondenti alla radice X^^^ e le due 
equazioni cubiche corrispondenti alla radice X^^\ indi accoppiamo una qua- 
lunque delle prime due equazioni con una qualunque delle seconde e l'altra 
delle prime coU'altra delle seconde ed osserviamo che vi è una radice comune 
per le due equazioni di una coppia ed un'altra radice comune per le due 
equazioni dell'altra coppia, oppure vi sono due radici comuni alle due 
equazioni della prima coppia ed altre due radici comuni alle equazioni 
dell'altra coppia. Alio stesso modo si vede che due radici della risolvente 
di 6° grado si calcolano razionalmente, e le altre quattro si ottengono 
colla risoluzione di due equazioni quadratiche, quando della risolvente di 
IO** grado si conosce una radice doppia X, che annulla ß^, e si son fatte 
le due estrazioni di radici quadrate, che allora occorrono per avere due 
valori (non opposti) di X^. 

Supporremo ora che si sia risoluta l'equazione di 6° grado (125) o 
(126); le radici X^*^ della risolvente di 10° grado si possono calcolare 
mediante le espressioni 

X"-' = (i-4c)Ç,-(i+2c)^, 
che hanno loro servito di definizione; ma a questo scopo, per avere i 
valori delle Ç, bisogna prima calcolare le /., che sono le radici cubiche 
delle radici della (125) o (126); ora questa introduzione di estrazione di 
radici cubiche non è necessaria. 

Le radici X*** della risolvente di io** grado si possono calcolare ra- 
zionalmente, quando sono note le radici x,. della (125) o (126); basta 
calcolare i io valori, che assume la funzione 

X,X,X3 + X^XjX, 

per il gruppo G^^ di permutazioni delle x, indi sostituire dascimo di 
quei valori al posto ài n]-^ ni nella (163); si ha cosi ogni volu un'e- 
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quazkme di f grado in J^ b quale ha una ed mu sda radice ^ co- 
mune cdla risolvente di lo^ grado, e però questa radice comune si può 
calciare razionalmente. 

Inversamente anche le radici ddle riscdventi di 6^ grado si possono 
calcdare razionalmente, quando si conoscono tutte le radici X^^, X^'^ . . . , 
X^'' dwlla risolvente dì lo^ grado. A questo scopo osserviamo che le so- 
stituzioni 5 e Z producono negli indici delle X'*' le permutazioni 

(i69)(237)(458), (01234) (56789) 
e che queste trasformano in sé b funzione di a" grado ndle X*'*: 

r. = x'-'x**» + r'»x<" -j- x^^'x^ + x^'x*"» -f x^^'x"' 
+ X*»' x**» + x«*» X*'» + xy" X*« + X« X"» + X«»' X*" 

+ X**X'« + X"»X<*» + X'»'X'»' -I- X"»X'" + X'^'X'*'; 
perciò qoesta funzione è un invariante dì 12° grado per fl gruppo ico- 
saedrìco generato dalle 5 e Z, che lascia ferma la conica (i^ quindi essa 
deve potersi esprìmere nella maniera seguente (cfir. n° 46): 

dove a, ß, Y, S sono coefficienti numerici da determinare. A questo scopo 
sostituiamo alcuni dei poli di G,^, tenendo presenti le (86) — (91). 
Nelpunto//;,.^^„=rÄ^,,^,,, siha: 

-4 = 0, /f = 0, X, = Tj, y = 60 c'^Tì'; 
quindi si ricava 

a = 60 e''. 
Nel punto FJj^,^^^, si ha : 

-4 = 0, ff=2(4c — i), x, = — 2c»(«' — co), 7j = — i8or, 
— 180 e = — 8c^a + 2(4^ — i)y; 

si deduce 

Y = — io(c — 4). 

Nel punto P^,^ = TP^^, si ha: 

-4 = 1, i/=c' — I, X, = o, 7^ = 90 e'; 

90c' = (c' — i)y + X; 
SI deduce 

X = i5(5 — 4c). 



•) Una sola; altrimenti cercando le radici X comuni alla risolvente (171) e a cia- 
scuna delle IO equazioni di 3° grado, una qualche radice X^*^ si troverebbe più d'una 
volta; cioè per due o più valori diversi del primo membro la (163) dovrebbe essere 
soddisfatta da uno stesso valore di X; ciò che non può essere. 
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Nd punto Ä(^j^j6) si ha : 

A=i, H=% X, = 5, r, = — 540; 

— 540 = 25 a + 5 p + 9 T + X; 
â deduce 

ß = 30(1 +60 •). 

Dunque concludiamo che per le risolventi generali (A^o) si ha: 

(176) c*r=6o** — i2o(c + i)* + -^ii<: — i4)> + i^iic— 6), 

dove F è uno dei sei valori, che prende la fiumone 7,, se al posto 
delle X^^ si sostituiscono le radici della risolvente di io** grado (174), ed 
X è una delle radici della risolvente di 6** grado (125). Quindi, se è stata 
risoluta quella di io** grado, per avere le radici di quella di 6^ grado 
basta per ogni valore di Y trovare la radice comune alle equazioni (125) 
e (176), dò che si fa razionalmente. 

Nel caso delle risolventi speciali (^ = 0), alla (176) bisogna sosti- 
tuire l'equazione 

(176«-) 2r=(i4c-ii)x^ + 2o(4-0> 

dove Y è uno dd valori che prende 7,, quando al posto delle X^^ si 
sostituiscono le radid ddla risolvente speciale di io** grado (175); si tratta 
allora di trovare la radice x comune alle equazioni (126) e (176"*). 

Tutto quanto abbiamo detto, confrontando la risolvente di io** grado 
(171) colla risolvente di 6** grado (125)0(126), s'intende ripetuto con- 
frontando la stessa (171) coll'ahra risolvente (125') o (126'); con questa 
differenza che, quando si è detto di ricorrere alla (154), bisogna invece 
ricorrere alla (156), e quando si è detto di ricorrere alle (157), (163), 
(165), (166), (176) bisogna invece ricorrere alle analoghe equazioni, che 



*) Sommando i sei valori che assume V, , quando si applicano le sostituzioni 
<l«i ^1080» si ricava 

ora 

^x^=:e{c + i)A, 2^JCÌ = 24<:^*-2(c— OJET, 

dunque, confrontando i termini in iif e ^' , si hanno le equazioni 
90i=6y — 2(c — i)«, 
270 = 24 ca + 6 (e + i)P + 6 5, 
che confermano i valori sopra trovati di a, p, y» ^« 

RmL Ckt, Uéim, PéUrmo, u XIV (1900). — Sumptto il ao geaiujo 1900. 1$ 
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à deducono col cambiamento & e 'm e', Ì m Ì\ deOe 2^ m, « odk T, 
m\ ìC\ e di y, in 

+ x<*»x«^^ + x«'»x<»» + x<*»x<^> + x<^x<^> + x^x<^ 

+ X«s)X<7) ^ x<*»X<*> + X^^X^*» + X^X*5^ + X^'^X«*»; 
la K| è un invariante di 12^ grado per il gruppo icosaedrico che lascia 
ferma la conica (i'), come si vede facilmente ricordando (n^ 3Q che 
questo gruppo è generato dalle Z e 7^5 e osservando che queste sosti- 
tuzioni producono n^ mdid delle X^'^ le permutazioni 

(oi234)(56789), (i74)(^56)(389> 
Le equazioni (174) e (175) sono una dasse di equazbni di 10^ 
grado notevolissima per questo, che sono risolubili col mezzo di equa- 
zioni di ff grado e contengono essenziahnente: due parametri >, fi h 
(174) e un parametro 6 la (175); esse hanno, come â è visto, la pro- 
prietà che, quando se ne conosce una radice, le altre si cakcdano cot 
Tettrazione di radicali quadrati e cubia. 

(OmAnua). 
Fiido, ifotto 1899. 

F. Gerbâldi. 
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I. 

SnOo sviluppo d^ll integrali d'tm'equazione differenziale 
lineare oni<^;enea nell'intorno d'un punto singolare. 

I. Sia 

0) S+/'.£ä+ ... +p^,^-\-P,y = o 

un'equazione differenziale lineare ed omogenea, in cui i coefficienti p., 
Pt9 '•• » Pm ^ suppongono funzioni della variabile complessa x, date in 
una certa r^one E del piano a contorno semplice, uniformi, r^olari, 
tranne in pimtì isolati, dove qualcuna delle funzioni p (od anche tutte) 
ha singolarità polare. Questi pimti si dicono i punti singolari dell'equa- 
àone differenziale. 

Ê noto che ogni integrale dell'equazione (i) non può avere altri 
punti singolari che quelli dell'equazione stessa; nell'intorno di un punto 
della r^one £, in cui tutte le funzioni p sono regolari, è un intende 



^ Sotto questo titolo pubblicheremo, qui raccolti, g^ ultimi scritti dd compianto 
Sodo Dr. Fortunato Bucca,che giovanissimo d)be da malattia inesorabile troo- 
cati, colla vita, quegli smdf ai quali si era dedicato con amore indefesso, dando prova 
(fi una non comune intelligenza. 

La Rbdazionb. 
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qualsiasi della (i) sviluppabile in sene di potenze convergente in quel- 
l'intorno. 

Sia a un punto singolare dell'equazione (i), e ^, , y^, ... , y« un 
sistema fondamentale di lottali definito in una certa area vicina ad a 
e non contenente questo punto. Partendo da im punto x^ di quest'area 
e Scendo descrivere alla variabile x im cammino chiuso attorno ad a, 
troveremo, come si sa, im altro sistema fondamentale di int^ali 7,, 
y, , . . . , y^ che è legato al sistema y da una sostituzione lineare : 

Yi = ^..J', + ^.a^'a + • • • + ^^^ym 
y, = ^a,;^, + ^aaJ^a + • • • + ^zmjm 

Ym = ^«i J'i + ^m.y. + • • • + ^mmym' 

È nota l'importanza dell'equazione di grado m in p. 



^u — V- 



^aa — 1^ 



Ä«. 



a — (A 

mm r^ 



e si sa che le sue radici sono invarianti, cioè non dipendono dal sistema 
fondamentale scelto y^y y^^ •-- % y^- 

Due casi si distinguono nella teoria delle equazioni differenziali li- 
neari; il primo è quello in cui l'equazione precedente ha le radici di- 
stinte; il secondo è quello in cui l'equazione stessa ha radici multiple. 

Nel I® caso, dette P-,, f^a> • • • > F*« ^^ ^ radici dell'equazione, si 
dimostra che esistono m integrali dell'equazione differenziale (i), for- 
manti sistema fondamentale, i quali nel giro attorno ad a si riproducono 
moltiplicati rispettivamente per p.^ , (t^ , . . . , [x^. 

Nel secondo caso, posto che p.^ sia radice multipla secondo a, |t^ 
multipla secondo ß, etc., si dimostra *) che è possibile determinare un 
sistema fondamentale di integrali 



*i > *a > • • • ^a^ ^i 



'«-hi> 



> ^«-hP> 



i quali, girando attorno ad a, subiscono la seguente sostituzione lineare: 



*) Cfr. Picard, Traiti d'Analyse, v. Ili, pag. 259. 
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completata da espressioni analoghe per gli altri gruppi di radid. 

Questa sostituzione lineare è quella che il Picard ha scelto come 
sostituzione fondamefiiale canonica; altri autori scelgono come sostituzione 
canonica un'altra *), e di essa sì servono per la determinazione della 
forma degli intendi nell^tomo del punto singolare a **). 

n Picard, nel n^ 7 dd Gipitolo XI del citato volume (p. 260), 
trova la forma analitica degli int^ali nelle vicinanze del punto an- 
golare a, non servendosi della sostituzione lineare, benid mediante im 
altro metodo, senza chiarire poi in ultimo che gli int^ali, dei quali 
^li ha trovato l'espressione analitica, son poi queUi che nel giro attorno 
ad a subiscono la sostituzione canonica (2). Si potrebbe completare dò 
che il Picard lascia sospeso, come fa TH effter *^; ma noi, in questa 
nota, mostreremo come, servendosi della forma della sostituzione lineare 
(2), s^uendo perdo un metodo conforme a quello tenuto da altri au- 
tori, si possa ottenere la forma analitica d^ intendi x^ , x^ , . . . , x^ nd- 
l'intomo dd punto singolare a. 

2. Cominciamo dall'osservare che la funzione 



Kt) 



(D è il simbolo di derivazione) è uniforme nell'intorno dd punto a; in- 

X 

fatti, per un g^o attorno ad a, la funzione—^ si cangia in 

[/., x^ Xj (t^ 

e però DI— 2-I resta uniforme nd g^o attorno ad a. 



*) Cfr. Jordan, Cours d'Analyse^ v. m, pag. 175. 

**) Cfr. Jordan, Le; Schltsingtr^ Hànâbucb dsr Théorie dar Hmarw Dif- 
fêrmtklgUkhungen, Bd I, S. 154. 

^ Einleitung in diê Theorie dir Umarm DiferentialgUichungen, Kapitel VIL 
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Inoltre la funzione Dl— ^V nel g^o attorno ad a, si cangia in 

cioè subisce una trasformazione analogst a quella che subisce la fiumone 
jc, nel giro attorno ad a, coU'awertenza che adesso la fiumone D I — ^ j 
h le ved di x.. Ed allora come dalle funzioni x^, x^ ricavammo la 
Di— I che è uniforme in a, cod dalle due funzioni 

ricaviamo la funzione 

che resta uniforme nell'intorno di a. 
Consideriamo ancora la funzione 

la quale, nel giro attorno ad a^ si cangia in 

cioè subisce una trasformazione analoga a quella che subisce x^; qui 
Di— ^1 e Di— ^1 fan le ved dì x, e di x,. Deduciamo da 

K^)' '{^)- K^)' 

con un processo analogo a quello mediante il quale da 

Ottenemmo la funzione (I), una nuova funzione; questa è uniforme in 
a, e come è facile vedere, è rappresentata dal sìmbolo 
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(H) D }|4-. 

KD 

' Immaginiamo che si proceda in questo modo; si sottopongono, in 
fondo, le funzioni x, , jc^ , . . . , jc^ ad uno speciale algoritmo (che la (I) 
e la (n) fan ben comprendere) per dedurre delle funzioni, quali le (I) 
e (n), che restano uniformi nel giro attorno ad a. 

Ora tali funzioni, dedotte con questo speciale algoritmo, ci permet- 
tono dì trovare la forma analitica deUe funzioni primitive x, , x, , . . . , x^ 
nell'intorno del punto a. 

3. Ricordiamo che se una funzione f (x) è uniforme nelle vicinanze 
del punto a, la funzione 



/ 



ff(x)dx 



ha in a una singolarità logarìtmica, ed è, nelle vicinanze del punto a, 
rappresentalnle nella s^uente maniera : 

♦ (x — a) + -4.1og(x — a), 

4 essendo una funzione uniforme in a, ^ il residuo di f (x — a) ina. 
G)naderìamo Tint^ale 



J = Jx.\o^Çx-d)dx, 



dove X ^ una funzione uniforme nelle vidnanze del pimto a, ed m im 
intero positivo. Ê facile persuadersi, dopo un breve calcolo ed im'indu- 
zione compieta, che esso può esprimersi cosi: 

/ = ^+51og(x-a)+Clog*(x-a)+ •.. 

^^^ ... +£log-(x-a) + jjAL-iog--(x^a), 

in cui ^9 £, C, . . . , £ sono funzioni uniformi nell'intorno del punto 
0) ed A_^ è il residuo della funzione x Q^ punto a. 
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Invero, cominciamo dal supporre m = i, cioè dal considerare Tin- 
t^ale 

1= JX'^og(^x — a)dx. 

Essendo X ^^^ funzione uniforme nell'intorno del punto a, è ivi rappre- 
sentabile colla serie di Laurent: 

Quindi avremo : 
I=fìog(x-à)'^AXx - aydx = ^Aj{x--ay\og(x - d)dx. 
Per n =?é — I si ha, int^ando per parti. 

Per « ^ — I à ha 

J(x — a)-' log (x — a) dx = -^ log* (* — a). 

' = I ì^c - -r^iog («-«)- itti] 

+ :ti log- («-«) + Cost, 
ossia 

I=A + 51og(x - a) + Ailog^(x - a), 

-4, 5 indicando delle funzioni uniformi nell'intorno nel punto ö, A__^ è 
poi il residuo di x (* — a) nel punto a. 

Con dò la formola (3) è dimostrata vera per m = i. Ammettia- 
mola pei valori i, 2, . . . , m e dimostriamo che è vera per m -f" i- 

Consideriamo perciò l'int^ale 

/' = fi.\o^^\x - d)dx = f\og{x - a).x\og-ix - d)dx. 

Integrando per parti, prendendo log (x — a) come fattor finito e 
servendoci della (3), abbiamo : 



Onde 



(4) 



/' = log(x-a)[^+51og(x-^)+...+^log— (x-a)] 
^-J^A+Bio^x-a)^...^E\og\x-ay^ 
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Poiché la forinola da dimostrare è stata ammessa vera pét i Calóri 
I, 2, . . . , w, Tintegrale che comparisce nel 2® mt^bro della (4) è espri- 
mile cosi: 

A' + B'\og(x-d)+ ... +Flog-(x — a) + a'log-^'(jc — a) 

A\ B', ... y E' essendo funzioni uniformi, ed a' una costante. E però 
sari 

/' = ^. + 5.1og(x-«)+...+£.log— (*-fl) 

= ^. + B.log(*-a)+... + £.log--(*--a) + ^log-^X*-'»). 

A^, B, , . . . , £, essendo funzioni ùnifomii hell^ifatemo dì à. 
La formoli (3) è cosi pienamente dimostrata. 

4. Ritorniamo ora alle funzioni x, , x, ^ . . . ^ k^. 
Dall'essere la funzione Z)i— 2- 1 uniforme in 0, deduciamo 

V- = + + ^log(x — a), 

^ funzione unifoHne e e costante. Intanto la forma analitica dì x, nelle 
vicinanze di a, è nota; in quanto che la sostituâone lineare (2) dice che 
X, nel giro attorno ad a si riproduce moltiplicata per p.^ , e perciò x, è, 
nell'intorno di a, rappresentabile in questo modo : 
X, = (x — a7'?(x — a), 

ove r^ è una delle radici dell'equazione ft^ = e^'"*^^ , e ç (x — a) una 
funzione uniforme nell'intorno di a. Segue che nelle vicinanze del pimto 

X, = (* - a)" [^ + B log (* - d)l 

A é E funzióni uniformi in a, e B = e ç (x — a). 
Dall'essere poi uniformi le funzioni 






XmJ. Ore. iltflMi. PéUrmo, t. XIV (1900). -^Sump^to il ai goinajo 1900. 
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condudiamo 

iî(-^) = e + xiog(*-«). 

6 e X funzioni uniformi; e di qui deduciamo che si ha 

^ = ♦ + e, log(x — a) + jx^ix — d)dx, 

4 essendo una funzione uniforme, e, costante e predsamente il residuo 
di 6 in a. 

Quindi, applicando la formola stabilita nel numero precedente, pos- 
siamo conchiudere : 

x, = (x-ay'[^ + Blog(x-if)+Clog*(x-if)], 

in cui A^ B, C sono tre funzioni uniformi nell^tomo di a, e dippiù 
C = oc. Ç (x — a), a essendo una costante. 

Servendoci di un ragionamento induttivo, tenendo sempre presente 
il modo con cui son generate le funzioni uniformi analoghe alle (I) e (D), 
si conchiude che: 

x, = (x-ay'[^,+B,log(x-a)+... + C,log'(x-a)],(.= ,.2,...,^ 

ove A^f £,• , . . . , C. denotano delle funzioni uniformi nell'intorno dd 
punto a\ dippiù le funzioni 

stanno in un rapporto costante *). 
Ffllcrmo, i aprile 1899. 

n. 

Sulla riduzione del gruppo di Galois d'un'equazione algebrica 
coiraggiunrione di irrazionalità arbitrarie. 

I. Nella teoria delle equazioni algebriche secondo Galois ha grande 
importanza il teorema sull*aggiunzione al corpo, in cui è data un'equa- 
zione algebrica, delle irrazionalità che il Kronecker chiama irra:çiona' 
Uta naturali^ cioè le funzioni razionali delle radici dell'equazione data. 



•) Cfr. Picard, L e 
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Detto teorema si enuncia cod: *) 

« Ogni riduzione possibile del gruppo di Galois si oUìene cottage 
« giurKfiofu di un*irra:(ionalità naturale. Se j t Vindice del gruppo ridotto 
« rispetto al gruppo originario, la riduzione non si può ottenere cotVaggiun- 
« Zfone d'un corpo di grado pia basso dell' j*^. Il grado del corpo aggiunto 
« può essere uguale a j, allora la irra:^ionalità aggiunta è un'irrazionalità 
« naturale. Se il grado del corpo aggiunto è maggiore di j, esso è un mulr 
« iiplo di j ». 

Mi propongo in questa nota, di dare dei teorema diato una dimo- 
strazione molto semplice, facendo contemporaneamente qualche aggiunta 
e deducendone un corollario, che credo importante *^ 

Sia /(x) =: o un'equazione algebrica di grado n, data in on corpo 
Û, le cui radici indichiamo con a, a^ , . . . , a^, ; P sia il gruppo di 
Galois dell'equazione stessa nel corpo Û, ed t sia un'irrazioQalîtâ ra- 
dice di un'equazione x(^) = o di grado m, irrìdudbfle in O. Si sap- 
ponga che colPaggiungere e al corpo Û, il grappo di Galois ddl'e- 
quazione f(x) = o si riduca da P ad un suo divisore Q di indice /. 

Considerando una grandezza ^ razionale nelle x, doè un'irraziona- 
lità naturale, appartenente al gruppo Q, ^**) nel corpo 0(4^) U gruppo di 
Galois dell'equazione f(x) = o è il gruppo Q; e ^ soddisfa precisa- 
mente ad un'equazione f (y) = o, irriducibile in Û, di grado / f); sicché 
la riduzione del gruppo di Galois ddl'equazìooe /(x) = o da P a Q 
possiamo ottenerla per mezzo ddl'irrazionaKtà naturale 4^, e la prima 
parte del teorema è cosi sulnto dimostrata. 

Poiché, intanto, anche nel corpo û(f) il gruppo di Galois dell'e- 
quazione f(x) = o« é Q, h, grandezza 4^, che si può considerare come 
un'irrazionalità del corpo normale Û (e; a, a^ , . . . , «^ J, ammettendo le 
permutazioni di Q, deve stare in ü(e), ossia ^ è una funaone razionale 
di e. Gò vuol dire che il corpo ü(j^) è divisore del corpo Û(s), e però 
deve il grado / di (f(y) = o, doé il grado del corpo t^Qi), essere un 
divisore di m, che é il grado del corpo û(s). 



*) Cfr. Weber, Lelnrhuch àtr AtgtbrA. Bd. I, S. sid, ovvero pag. 594 ddla 
tradozioiie franoese di Griess. 

^ In questa nota sono seguite le ootaiiooì e le dcoomiaiaofli osate dal W e> 
b e r nd trattato predetto. 

^ Cfr. Weber, Le, S. 491-492; orrero pag. 566-5^ dcUa iraduiionr ftauccse. 

t) Cfr. Weber, L e, S. 508; pag. 585 dcfla ifadiuionr 



Né la riduzione del gruppo di Galois di /(x)=o da Pa ÖP*^^ 
attorsi con una irrazionalità n radice di un'equazione in Ü di grado i 
^inqre di ;; perchè se ciò fosse, il corpo 0(4*) di grado ; dovrebbe 
essere divisore del corpo Û (») di grado i < ;, il che è impossibile. 

Se m = /, il che accade p. es., se m è un numero primo, il corpo 
Q (4^) ed il corpo û(s) son dello stesso grado; e poiché 0(4^) è un di- 
visore di Q(e), sairà û(4'35Û(s), ed s é perciò un'irrazionalità naturale. 

n teorema é cosi completamente dimostrato. 

2. Supposto m>;, nel qual caso, come abbiamo visto, é — r- = ^ 

\m intero, il corpo û(€) ha il divisore proprio 0(4*), e però il corpo 
Q («) é imprimitivo *) e l'equazione irriducibile i(u) =: o è imprima 
Uva **); dò vuol dire che la grandezza imprimitiva 4' = iJ(«) del corpo 
Q(s) e i suoi valori conjugati si distribuiscono in ; sistemi di valori 
eguali. Allora le radici di x (<^) = o si distribuiscono in ; serie di p ele- 
menti che denoteremo con 

ù lì = «, Cj , . . . , «^j 

f z — t t t 

per guisa che i valori conjugati di 4^ sono 

4.. = iî(»,)=:lî(,.)=...=A(„^.) 

V.='R(0=J^c:.)=...=J^c:^-.)• 

Le ; serie (i) sono i cosidetti sistemi d*imprimitività. 

È chiaro che una qualunque delle grandezze della serie E aggiunta 
ad Q dà la medesima riduzione; doé riduce il gruppo di G a 1 o i s di /(x)=o 
daPafi. 

L'aggiunzione di una grandezza della serie H riduce il gruppo di 
f(x) = o da P ad un divisore Q' coniugato a Q, giacché la medesima 
riduzione si potrà ottenere coU'aggiunzione della grandezza 4^, che é co- 
niu^ta a 4^. 



*) Cft. Weber» L e, Sv 460; pag. 553 della traduzione fnmcese. 
**) Cfr. W^chcr, L e, S. 485; p^. 560 della traduzione francese. 
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Ma se reqaudone j(^(u) = o è normale *)y raggiunzione di e equi- 
vale all'aggiunzione di yi o di ^^ g^chè in tal caso, e è funzione nudo- 
naie di vi o di C e viceversa y) , . . . , ^ sono funzioni razionali di e; dunque 
allora l'aggiunzione di ^ equivale all'aggiunzione di una sua qualunque 
grandezza conjugata; vuol dire che il gruppo Q è identico ai suoi conju- 
gatì, cioè il gruppo Q è un divisore normale di P. 

3. Siano G (0 = e g(i) = o due equazioni date in un corpo Q, 
normali; a sia una radice di G (/) = o, t una radice di g(t) = o; sup- 
poniamo che il gruppo P di Galois di G(/)=:o si riduca da P a Q 
coU'aggiunzione di una radice t di ^(/) = o; Q sarà (n® 2) un divisore 
normale di P; e, detta ^ una grandezza del corpo Û (a), appartenente a 
(2i sarà ü(^) parte di Û (a) ed anche di û(e). 

Consideriamo il gruppo P' di Galois per l'equazione ^(/)=:0 nel 
corpo Û, e il gruppo Q' di Galois di ^(/) = o nel corpo û(a); è Q 
un divisore normale di P' di indice ;' non minore di /. Infatti tra le gran- 
dezze del corpo û(a) c'è la ^z, che è irrazionalità naturale in ü(«) e sod- 
disfa ad un'equazione irriducibile in û di grado ;. Or l'aggiunzione delia 
sola ^ ad Q farebbe ridurre il gruppo di ^(/) = o da P' a un divisore 

di grado -r- e d'indice /; l'aggiunzione di a ad Q farà, perciò, ridurre 

il gruppo di g(f) = o da F ad im divisore di grado ^ -r- , e quindi 

di indice ^;. 

Concludiamo pertanto che, se nel corpo û(€) l'equazione G(0 = o 
ha per gruppo un gruppo d'indice ; rispetto a P, nel corpo û(a) l'e- 
quazione ^(/) = o ha un gruppo d'indice ;', rispetto a P', non infe- 
riore ad /. 

Ed ora è fedle concludere che ;'=;; giacché con un ragionamento 
analogo al precedente, si mostra che ; non è inferiore ad ;'. 

Se ricordiamo **) alcune proposizioni sull'aggiunzione di irrazionalità 
algebriche ad un corpo Û, quanto abbiamo sopra dimostrato possiamo 
e^rimerlo col seguente enunciato : 

Se f(x) = e i(u)=:o sono dut equazioni in un corpo U, senyi 
radici multiple; a, a, , . . . , a^, sono le radici di f(x) = o, b, b^ , ... , ^^, 



•) Cfr. Weber, 1. e, S. 465; pag. 539 della traduzione francese. 

*^ Cfr. Webçr, L e, S, 4^-467; pa^ 55B-540 della tra4uâooe francese. 
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le radici di y (li) := o, e se coU' aggiungane di b, i, 
gruppo P di G al ois dell' equa:^ione fÇx) = o W riduu ad un imm 
Q d'indice j rispetto a P {necessariamente normale)^ allora con l'aggÌME- 
Xiotu di a, tf,, ...y ii,_, ad il il gruppo di Galois deWequa;fm 
^(fi) = o si ridurrà ad un divisore (normale) di indice j. 

Palermo» 29 aprile 1899. 

ni. 

Sulle espressioni algebriche costruibili geometricamente 
colle sole coniche o con curve di ordine superiore al seconda 

I. Date due coniche in un piano, le coordinate dei loro punti di 
intersezione si ottengono risolvendo equazioni di grado non superiore al 
quarto; perciò con estrazioni di radice quadrate e cubiche da quantiti n- 
zionalniente note. Viceversa ogni espressione algebrica contenente solo 
radici quadrate e cubiche può costruirsi geometricamente coU'aiuto ddle 
coniche; basta notare che le radici d'un'equazione cubica qualunque 

x^ + ax* -j" ^* + ^ = o 
si costruiscono come ascisse dei punti d'incontro delle due coniche 
x^ = y^ xy '{' ay -{- bx '\' e = o. 

Sono perciò costruibili colle sole coniche le radici di tutte le equa- 
zioni cicliche irriducibili del grado 2^3**, perchè queste si risolvono me- 
diaiiie una catena di equazioni di 2° e 3° grado *); in particolare i poli- 
goni regolari convessi il cui numero di lati è un numero primo p della 
forma 2^ 3** -}- i si costruiscono colle sole coniche; difatd si sa che la 
divisione della circonferenza in p parti uguali dipende dalla risoluzione 
dell'equazione di grado p — i : 

xf'^^x^'+ ... 4.jc + i = o, 
e questa, nell'ipotesi di p primo, è un'equazione dclica irriducibile, la cui 
risoluzione si ottiene risolvendo equazioni di grado eguale ai divisori di 

•) Cfr. Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. I, S. 539-541; pp. 620-622 della tra- 
doiioae francese di G r i e s s. 

^) Cfr. Weber, L c, S. 555; pag. 641 della traduzione francese. 
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Noi vogliamo determinare il grado dell'equazione irreducibile a cui 
soddisfa un'espressione algebrica 

X = ?(a, by Cy ...), 

dove in f non entrano che radicali cubici e quadratici delle quantità ra- 
âonali a^ b^ e. . . 

2. Generalizzeremo alquanto la quistione, supponendo che la espres- 
sione X contenga radicali degli indici />, ^, . . . , / (/^> ?>•••> ^ numeri 
primi); ma supporremo aggiunte, al corpo delle funzioni razionali dei 
parametri a, *, e, . . . , le radici />"»»% y"»»% . . . , /"'"' dell'unità. 

Innanzi tutto è chiaro che, data un'espressione radico-razionale qua- 
lunque, può sempre costruirsi un'equazione razionale che l'ammette come 
radice; basta *) porre la data espressione <p eguale ad x, ed eliminare suc- 
cessivamente i radicali dall'equazione 

X.— <p(fl, by Cy ...). 

Si troverà un'equazione razionale F(x, a, by Cy ...) = o, la quale 
può o no essere reducibile nel corpo delle funzioni razionali dei para- 
metri Uy by Cy ...; quello dei suoi fattori irreducibili che si annidla per 
X egaslt alla data espressione, e che vogliam chiamare ^ (x), posto egimle 
a zero, può ben dirsi la equazione a coefficienti razionali, irreducibile, 
ed soddis£i la quantità data **). 

Sia P il gruppo di Galois dell'equazione |(x) = o nel corpo Û, 
formato dalle funzioni razionali dei parametri a, 2^, e, . . . , a cui si sìan ag- 
^unte le radici />*•*»% j*»*«% ... , ^»"« dell'unità. L'equazione ^(x)=o, 
essendo irredudbile ed avendo una radice esprimibile algebricamente, è 
meUuidica •*^; il gruppo P è metadclico; e poiché si perviene alla riso- 
luzione completa dell'equazione i|; (x) = o coll'aiuto di sole equazioni ci- 
cliche dei gradi />> 9, . . . , ^ giacché una qualunque delle radici di ^(x)=o 
non ha altri radicali che radicali di indici />, ^, . . . , / (essendosi sup- 
poste razionali le radici p"*»*^, ^i»«, ... , /«i»« dell'unità), segue che gli 
indici della serie di composizione di P non sono altro che i numeri primi 
^, y, . . . , /; e però il grado n di P, essendo il prodotto degli indid della 



^ Cfir. Capelli, Legioni di Algebra complementare, 2^ ed., pag. 378. 
^ Tra le equazioni razionali cui soddisfa la quantità x, essa è quella che ha il 
grado mimmo; tale proprietà k è caratteristica. 

^^ Cfr. Weber, L e, S. 599; pag. 696 della traduzione francese. 
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serie di composizioQe, è della forma 

n=p*^ ...f. 
Ma l'equazione ^ (x) = o è irredurìtnle; il suo grado è un divisore 
del grado del suo gruppo, cioè è un numero ancor esso ddla fonu 

E qui noteremo esplicitamente che, quantunque neU'espresskme 
9 (ßy hy Cj . . .) compariscano radicali degli indid p, q, • - • , t, pure il 
grado dell'equaàone ^(x) = o può non contenere qualche £aittore primo 
/>, ^y . . . , f; ma l'importante è che nel grado dell'equaâone f|; (x) = o 
non possono comparire dei fattori primi che non siano indici di alcuni ra- 
dicali contenuti nell'espressione ç (ä, b^ c^ . , .). 

Di questo teorema è importante il caso particolare in cui nell'espres- 
sione f non ci siano altri radicali che radicali di mdice p; allora il grado 
dell'equazione irreducibile cui soddisfa <p è una potenza di p; più partìcolar- 
mente, il grado dell'equazione irriducibile cui soddisfn un'espressione conte- 
nente solo radicali quadratici è una potenza di 2. Ê notissima l'impor- 
tanza di questo teorema per le applicazioni che se ne fiinno intomo aDa 
risoluzione di certi problemi geometrici coU'uso della riga e del com- 
passo *). F(x) può dimostrarsi essere in questo caso una potenza di ^(x). 

Segue, dal teorema dimostrato, che se il grado di un'equazione irri- 
ducibile ciclica contiene qualche fattore primo diverso dal 2 e dal 3, non 
possono le sue radici costruirsi colle sole coniche; giacché una espressione 
algebrica, che possa costruirsi colle sole coniche, non deve contenere altri 
radicali che cubici e quadratici; ed il grado dell'equazione irreducibile cui 
una tale espressione soddisfa è, pel teorema, della forma 2^3**. 

In particolare non possono costruirsi coll'aiuto delle sole coniche i 
poligoni regolari il cui numero di lati sia/) = 2^5^-f"^ (P primo). 

Cosi p. es., per la costruzione del poligono regolare di 11 lati vi è 
di bisogno di una curva algebrica di ordine superiore al 2°; e più general- 
mente per costruire un poUgono regolare convesso di/) = 2^5^-}-ilaü 
(p numero primo) basta una curva del 3** ordine. Infatti la costruzione 
di detto poligono dipende dalla risoluzione di equazioni cicliche di 2® e 
di 5° grado, e le radici d'un'equazione qualunque di 5° grado 
y' + ay^+ ... +e = o 



*) C£r. Klein, Conferente sopra oleum quistioni di Geometria elementare, tra- 
duzione italiana del Prof. Giudice. 
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possono geometricamente costruirsi come asdsse dei punti d'incontro a 

distanza finiu della parabola 

X = y* 
colla cubica razionale 

x^y + Ä^ + bxy -^ ex -{- dy -\' e = o. 

Volendo fare un'applicazione possiamo riferirci al poligono regolare 
di II lati, o, come è noto, alla costruâone geometrica delle radici del- 
l'equazione 
(0 3^' + / — 4 y' — 3 / + 3 y + I = o- 

Questa è un'equazione ciclica irreducibile, come risultt dalla teoria di 
Gauss; denotando con », »,, y),, y)^, y)^ le radici, il suo gruppo è il 
periodo deUa permutazione ciclica 

doè è formato dalla permutazione ciclica (Yi^^Yia^j^^) e dalle sue potenze. 
Nota la radice t), le altre si ottengono mediante le relazioni 

», =tï* — 2; », = V — 4»' + 2; »^ = »'—3»; 

»^ = — »* — »' + 3 »' + 2 » — I, 

le quali insieme alla (i) mostrano che »^ è quella medesima funzione di 
»1^,, che »j^, di »j^,. 

La risolutone algebrica dell'equaaone (i), trattandosi di un'equazione 
irreducibile, ciclica di grado primo, si fa ricorrendo alle risolventi di La- 
grange *); ma, per un noto teorema di Holder **), si sa che tra le 
equazioni, a radici reali, irriducibili in un dato corpo, hanno radici espri- 
milnU per radicali reali solo quelle risolubili per radicali quadratici. Vo- 
lendo, adunque, risolvere l'equazione (i), che ha tutte le sue radici reali 
e doè 

2TC ^ Aie ^ 8tc ^ 

» = 2 COS > O, », = 2 COS -Î— > O, », = 2 COS < O, 

jj -^ > I II -^ ' » Il ^ ' 

6w ^ low ^ 
». = 2 COS — < o, », = 2 COS <r o, 

3 II ^ ' * II ^ 

non potremo evitare gli immaginari nelle formole finali; la quantità reale 
» viene espressa mediante radid di quantità immaginarie. 

Geometricamente le radici delle (i) possono ottenersi come ordinate 



. •) Weber, 1. e, S. 542; pag. 622 della traduzione francese. 
•^Holder, Math. Annalen, t. XXXVIII. 

Mmd, Cére MëUm. PsUrm^, t. XIV (1900). — Sumpato ti aa gcaiuio 1900. 17 
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dd punti d'incontro ddli parabola 

X = y 
coUa cubica razionale 

V V + x* — 4 xy - 3 X + 3 jr + I = :. 

Quest'ultinu, quando id trasporano gli assi para 
gîne hd punto (2, — i), diventa semplicemente 

x*y -f- X — y = o. 

Le rette ^ = o, x = 1, x = — 1 sono, nelle nmm 
gli assinton della curva» la quale ha tre rami reali; imo & ,^igsn ami, 
assintotìco alle rette x = i, x = ^ i» cade nella strisda aampress. tz 
queste parallelq un altro ramo» assintotico alle rette x ^ i, ^ = a,, ^siù 
in quell'angolo di queste per ogni punto del quale si ha x^i^j^o; 
il terzo ramo» assintotìco alle rette x = ^ i» 7 = o» cade àa qaSCat- 
golo di queste per ogni punto del quale si ha x ^ — i, ? ^ a. La 
curva è simmetrica rispetto airorigine, che ne è un punso «£ jeso 
(unico flesso reale) ed ha un punto doppio nel punto alllnfinzDD id- 
Tasse x = o. 

Immaginando disegnata questa curva insieme alla parabola di coi sopra, 
uno dei sei puntì d'incontro è il punto all'infinito della parabola, ^ alai 
cinque sono reali a distanza finita; le ordinate di questi sono le raiki 
dell'equazione (i) e risolvono il problema della divisione della drcocfe- 
renza in 11 partì uguali. 

Païenne, 1^ maggio 1899. 



IV. 
Sulla irrazioiialità icosaedrica. 

n Klein nelle sue Forlesungen über das Ikosaeder *) scrive: 

« Wir werden jetT^t als weitere, durchführbare Opération die Auflösung 

« der Ikosaedergleichung adjungiren und fragen, ob unter dtn Aufgaben, 

« die sich durch ÌVuri^eli^iehen allein nicht erledigen lassen, nicht solche sein 

« mögen, bei denen dies mit Hülfe der Ikosaederirrationalitat gelingt ». 

D primo di tali problemi è la risoluzione dell'equazione generale del 

•)L4,S 16. S. ixa. 
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s"* grado, eseguita completamente dal Klein nel libro citato. Intorno alla 
quistìone che si presenta immediatamente, se col solo aiuto della irrazio- 
nalità icosaedrale possono risolversi equazioni generali di grado superiore 
al 5®, abbiamo una nota del prof. Viva n ti *), in cui si fa vedere come 
è impossibile, mediante la sola irrazionalità icosaedrale, risolvere equazioni 
generali di grado superiore al 5^ 

Non parmi fuor di proposito osservare come, giovandosi di alcuni 
teoremi sulle cosidette risolventi ad un solo parametro, i quali si trovano 
sviluppati nell'eccellente trattato del Weber **), e dei quali anche il 
Klein si occupa nelle ultime pagine del suo libro sull'icosaedro ^), pòssa 
subito darsi la risposta alla domanda innanzi fatta. 

Ammettiamo noto ciò che intendesi colla dicitura risolvere un'equa- 
zione, e che il prof. Vi van ti spiega nel ^ 2 della sua nota, e ricor- 
diamo brevemente dò che intendesi per risolvente ad un sol parametro 
dell'equazione generale di grado n. 

Siano x^y X, , . . . , x^, n variabili indipendenti, 

una loro funzione razionale; e supponiamo che, in corrispondenza al 
gruppo alternante A delle permutazioni delle n lettere x, u si cambi in 
altrettante funzioni 

»o, «,, ... , ttN_,. (^"^T") 

Può accadere che i valori di u, cosi trovati, non sian distìnti; detto 

n\ 
V il numero delle diverse u, è v ^ — . 

Sia ;^ una funzione razionale delle x, non alterata dal gruppo A; se 
esiste un'equazione razionale 

F(tt, = 

a coefficienti numerici razionali, che sia soddisfatta identicamente dai y 
valori u, essa dicesi una risolvente ad un sol parametro dell'equazione ge- 
nerale di grado n, che ha per radici le n variabili x. 

Or bene si dimostra f ) che un'equa^^ione generale di grado superiore 



*) Rendiconti â4 Circolo Matematico di Palermo, L IX, pag. 2oa. 
••) W e b e r, Lehrbuch der Algebra, Bd. II, S. 407 e scg. 
^*) Vedi spedalmente le ultitne righe della pag. 160. 
t) Cfir. Weber, L e, S. 414. 
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a 4 turn ha risolventi ad un sol parametro; e a questo teorema accenna, 
senza fermarvisi, il Klein nella pag. 260 del suo libro sull'Icosaedro. 

Ora la qdstione di decidere se colla sola irrazionalità icosaedraleà 
possano risolvere equazioni generali di grado superiore al 5^, dipende 
dall'altra di decidere se l'equazione generale di grado 11^5 ha risolventi 
con un parametro; difatti, come osserva il prof. Vivanti, la risoluzione 
del problema proposto, dipende da quella del seguente: Supposta ;^una 
funzione razionale delle x, non alterata dal gruppo alternante, vedere se 
sia possibile trovare una funzione razionale u delle x, a più di due valori, 
Wata alla 2 dalla relazione 

m cui •) 

//(il) = — !!»*> + 22811'^ — 494 tt'*— 2281*5 — I 

/(il) = tt" + I Ï ^* — ^• 

Ora dò è impossibile, perchè la (i), se esistesse, sarebbe una risol- 
vente ad un sol parametro per l'equazione generale di grado n, e dò per 
If ^ 5 è impossibile. 

La risposta dunque alla quisdone premessa è subito data; ma, pare 
a me, che si possa andare più innanzi e stabilire qualche cosa di più 
generale. 

Dimostro il teorana seguente: 

Siano le n variabili x legate da un certo numero di rtlaxym: 

(2) ^(^o> ^,> •••> ^_,) = o, 5(x^, X,, ... , x,_,) = o, ... 
[Ay 5, . . . simboli di futtTJoni raT^ionali delle x coi coefficienti numerici ra- 
:^ionalì\, tali però che mediante esse le x non vengano determinate. Consi- 
deriamo il gruppo alternante A delle permutazioni delle n lettere x, e siatw 
le rela:^ioni (2) inalterate da A; inoltre esistano determinate funzioni 

tali che posto : 

^h = ?fc(0> {* = o, 1,2,...,« — I) 

le (2) siano identicamente verificate. Io dico che se « > 5, V equazione di 
grado n che ha per radici le n variabili x non pub ammettere risolventi ad 
un sol parametro. 

Invero, nelle ipotesi fatte, se esiste una risolvente 

f (w, = 

•) Cfr. Klein, I. e, pag. 56. 
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con un sol parametro, x. essendo una funzione razionale delle x inalte- 
rata da Ay deve esìstere *) una funzione razionale delle x la quale, 
quando si faccian sulle x le permutazioni di Ay subisca le sostituzioni li- 
neari di un gruppo isomorfo ad A. Or questo isomorfismo deve per ne- 
cessiti essere oloedrico, perchè se l'isomorfismo fosse meriedrico s^ui- 
rebbe •*) per -4 l'esistenza d'un gruppo divisor normale, diverso dal gruppo 
identico, il che è impossibile, essendo il gruppo A semplice. Questo gruppo 
di sostituzioni lineari, essendo finito, deve essere un cosidetto gruppo po- 
liedrico, il quale dovrà risultare isomorfo oloedrico ad un gruppo sem- 
plice, e perciò semplice anch'esso. Ma di gruppi poliedrici semplici non 
c'è altro che il gruppo dell'icosaedro, dunque nelle ipotesi fatte non c'è 
che l'equazione di 5^ grado che possa ammettere risolventi ad un sol 
parametro. 

Che poi l'equazione di 5^ grado, tra le radici della quale passino delle 
relazioni come le (2) con tutte le condizioni esposte nel teorema, am- 
metta risolventi ad un parametro, è queUo che mostra il Klein nel suo 
libro sull'icosaedro. 

Ivi il Klein pone a fondamento del suo studio 5 variabili x^» x,, 
X,, Xj, x^ legate dalle due relazioni 

OD X^ = o, Z^ = o 

e le pensa come radici d'un'equazione di 5^ gjrado, che egli chiama 

Hauptgleicbiing e che ha la forma : 

(3) x^ 4. a;e* + tx + e = o. 

Le ipotesi Umitatrici sono qui soddisfatte, come lo mostra anche il 
Weber nel suo trattato *^. Ed in tali ipotesi il Klein trova parecchie 
risolventi ad un parametro tra le quali quella detta icosaedrale, che è pre- 
cisamente la (i), ;^ è una ceru funzione razionale dei coefficienti e di 
YDy D essendo il discriminante della (3), doè una funzione a due valori 
delle cinque x, che il Klein ed anche il Weber f) insegnano a costruire. 

Piacemi a questo proposito accennare ad una mia idea sul modo di 
comportarsi dell'equazione icosaedrale (i), che è una risolvente di Galois 
della Hauptgleichung (3), nell'ipotesi che questa sia risolubile algebrica- 



•) Weber, L e, S. 417. 

•^ Weber, L e, S. 15. 

•**) Weber, L c^ Bd. I, S 74, Bd. II, S not S. 416. 

t) Weber, L e, Bd. ü, S i". 
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mente; cioè nell'ipotesi che le 5 variabili x, oltre a soddisfare alle due 
sole condizioni (I), soddisfacciano a certe altre condizioni, a noi ignote, 
tali però che V Hauptgleichung sia risolubile algebricamente. 

In quest'ipotesi, il gruppo di Galois della (3) deve essere lineare, 
quindi la sua risolvente di Galois deve essere di grado 20 o di grado 
IO secondo che il suo gruppo è l'intero lineare o il semimetaddico *)• 
Perdo il 1° membro dell'equazione icosaedrale, ridotta a zero, quando 
per le X in ;( si pongono le radid di un'equazione Hauptgleichung me- 
tadclica, deve spezzarsi in fattori tutti dello stesso grado, perchè ognuno 
di essi, posto eguale a zero, può esser considerato come una risolvente 
di Galois. Se ifitì) è uno di questi fattori, u^, u, , . . . le radid di 
^(u) = o, le sostituzioni lineari mediante le quali da u^ si passa ad u^, 
u, , 14^ , . . . devono formare un gruppo isomorfo oloedrico al gruppo di 
Galois della nostra equazione Hauptgleichung, e deve per altro essere 
un divisore dell'icosaedro; di qui deduciamo che ^ (u) non può essere di 
grado 20, ma bensì di grado io, giacché il gruppo dell'icosaedro non ha 
divisori di grado 20. Dunque concludiamo che il i® membro dell'equa- 
zione icosaedrale, quando nell'espressioni di :^ si pongono per le x le ra- 
dia di un'equazione Hauptgleichung metadclica, deve spezzarsi in 6 fattori 
di grado io. Ognuno di questi fattori, posto eguale a zero, darà im'e- 
quazione il cui gruppo è un gruppo di grado io divisore dell'icosaedro, 
ossia un cosidetto diedro D^ **); e questi 6 gruppi diedri D^ sono trasfor- 
mati di uno di essi e sono tutti i 6 gruppi diedri D^ divisori del gruppo 
dell'icosaedro. 

Consideriamo il gruppo dell'icosaedro in una delle forme normali 
in cui esso può ridursi, quella che si legge nel volume 2° del trattato 
del Weber ***), originato da certe sostituzioni che l'autore chiama 

2r, ^, X- 

Uno dd gruppi diedri D^ sarà dato da 

Q=^% ^'^ (r = o,i, 2, 3, 4) 

e gli altri sono i trasformati di questo mediante le sostituzioni 

X> X^y x^% x^S x^'- 

Uno dd fattori in cui si spezza l'equazione icosaedrale ha dunque 



*) Weber, Bd. I, S. 621; pag. 120 della traduzione francese di G ri ess. 
••) Weber, Bd. II, S m, S. 419. 
•••) Weber, Bd. ü, S 58, S. aao. 
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per gruppo il gruppo Q, e gli altri hanno per gruppi i trasformati di ß> 

e se si pensa che 

3r = (x, ex) (* radice 5* immaginaria dell'unità) 



* = ('. --r). 



si ha che le radici di uno dei fattori (e precisamente di quello che ha 
per gruppo il gruppo Q) si posson dedurre da una di qssq u nella se- 
guente maniera: 



(H) 



2_ _J_ _J^ e^ _J^ 



Ed ora, pensando che le forme invariantive pel gruppo diedro ß, 
messo nella forma (II) e colle variabili omogenee, sono 

fr = < + i<> L = ^^\ — i<y /3 = «.'*a> 
e che si ha la relazione 

concludo che, posto — ì- = h, la equazione 



«, 



IM-Z 

in cui Z è un parametro arbitrario, è un'equazione diedrale le cui radici 
si ottengono da una di esse colle sostituzioni del diedro Q. 
Per una determinata scelta del parametro Z, sarà 

/:(«)- zy](«) 

uno dei fattori in cui si spezza il i^ membro dell'equazione icosaedrale 
ridotta a zero. Gli altri fattori s'ottengono da questo applicando alla u 
le sostituzioni dell'icosaedro; sicché, nel caso che l'equazione Hauptgleichung 
è risolubile algebricamente, deve potersi trovare una funzione Z delle 
quantità a, b^ e, /D in guisa che si abbia identicamente 

il prodotto essendo esteso ai vari fattori distinti che si ottengono da 
f\{u) — Zp^Çu) applicando le sostituzioni dell'icosaedro alla u. 

Resta ora la quistione della determinazione della funzione Z, e l'altra 
di vedere quali condizioni sono da imporre ai coefficienti affinchè una tale 
determinazione sia possibile. Cosi verrebbe risoluta la quistione di ded- 
dere, dati i coefficienti a, /^, e di una equazione Haupiglüchung di 5^ grado, 
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se essa è o no risolubile algebricamente. Ciò spero di fare in ulteriori 
ricerche. 

È noto come tale quistione è stata risoluta per le cosidette equazioni 
di f grado di Jerrard, cioè equazioni di f grado della forma 

x5 + ax + P = o. 

H Weber *) fa vedere che ogni equazione di Jerrard è in un 
certo corpo Û risolubile algebricamente allora e solo allora quando i coef- 
ficienti a e ß possono esprimersi in funzione di due parametri ^ e fi del 
corpo Û nel s^uente modo : 

5'F^^ s-_— -l!ü!2-— 

"- (X_i)4(V+6X+25) ' P- (X-,y(V-t-6XH-a5) " 
n Runge •*) dimostra che, se X e p. sono due numeri d'un corpo, 
l'equazione di Jerrard, se si ha 

w; «- xqn ' p- v+1 » 

è in quel corpo risolubile algebricamente. E viceversa, se un'equazione 
della forma x^4"*^"hP = ^ ^ risolubile algebricamente in im corpo, 
è possibile determinare due numeri X e [a. del corpo in guisa che le (4) 
siano verificate. 

Palermo, 8 maggio 1899. 



IV. 
Sulla riduttìbilità delle equazioni binomie. 

I. Abel pel primo si occupò della riducibilità dell'equazione binomia 

(l) X« — fl = 0, 

in cui a è un numero d'un dato corpo Û; ma considerò soltanto il caso 
in cui n è im numero primo, e stabili il teorema, ormai notissimo e che 
si trova in quasi tutti i trattati di algebra ***), che aflinchè l'equazione bi- 



^) Weber, Bd I, S. 626; pag. 726 della traduzione francese. 

*^) Runge, Acta Mathematica, ▼. 7. 

•♦•) Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. I, S. 607.— N etto, Teoria delle sosti- 
tuzioni, traduzione di Battaglini, pag. 219.— C a p e 1 1 i , Legioni di Algebra cotih- 
pUmcntare, 2* ed., pag. 501. 
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nomia (i) sìa in Û riduäbile, è necessario e sufficiente che a sia potenza 
ncsimA jj mj numero di Û. 

Nel voi. 1 9° degli Ada Mathematica abbiamo una nota del sig. V a h 1 e n, 
il quale togUe la restrizione fatta sull'esponente n di essere cioè un nu- 
mero primo, ma impone l'altra che a sia im numero razionale, ovvero 
una funzione razionale (a coefficienti razionali) di un numero arbhnrio 
di variabili, ciò che nella teoria dei numeri algebrici, secondo Kronecker, 
chiamasi funktionale ragionale '^. 

La quistione dell'irreducibilità dell'equaâone binomia (i), neUa sua 
massima generalità, cioè con n qualunque, ed a appartenente ad un corpo 
qualunque dato, è stata trattata a fondo dal prof. Capelli **) in guisa 
che nulia resta più a completare dell'argomento. 

In questa nota io non mi propongo altro che di far notare come, 
servendosi di considerazioni molto semplici, d'indole puramenU aritmetica, 
e con ipotesi che, se non sono le più generali, sono meno restrittive di 
quelle fatte dal Vahlen, si possono ottenere i teoremi ottenuti dal 
Va hi en. Nell'ultimo numero di questa nota dimostro un teorema che 
non ha relazione alcuna coi risultati ottenuti dal Vahlen e dal Ca- 
pelli, nei lavori predetti, ma che dà una proprietà delle equazioni bi- 
Qomie. 

2. Premettiamo un'osservazione molto utile per il sonito. 
Û è un corpo di numeri, a un suo elemento^ e l'uguaglianza 

a = b^ 
dove ^ è un numero di û e [a. un divisore qualunque di n, noa sussiste 
per ipotesi. Dico che, se a è una radice qualunque dell'equazione (i), 
sari a* la minima potenza intera positiva di a che sia ragionale, doe una 
quantità di Û. 

Infatti se a^ è una tale minima potenza dì a, con p<^fh àeve es- 
sere n multiplo di p; altrimenti, posto n = />y + ''> (T ^P)^^ avrebbe 

tf = a" = (aO*.a' 
ed a' sarebbe razionale. Posto allora n^= pq^ concluderemo 

tf = a« = (oL^ = M , 
b essendo una quantità di Û, il che è contro l'ipotesi se ; ^ i. 



•) Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. II, S. 500. 
^ Rend. Ace. Sciente di Napoli, dicembre 1897. 
MmÊi. Ort. Uê»$m. Pâkrmo, t. XIV (1900). — Stampato il aj geniujo 1900. iS 
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Fatta quest'osservatone, poniamo che si abbia 

(2) *•-«=/.(*)./.(*), 

/j , /, funzioni intere, non costanti, di x coi coeflScienti in Û. 

Se a è una radice di /, (x) = o, le altre radici di /, (x) = son 
della forma s^a, s essendo una radice «"^"' dell'unità; il loro prodotto, 
che è una quantità razionale h e precisamente il termine noto in /^(x), 
è della forma s^a*, se m è il grado di /,(jc). Sicché potremo concludere 
r^uaglianza 

(I) a" = Yii, 

con Y) radice !«••*"*• dell'unità. 

Ed ora consideriamo due casi : o il corpo Û contiene tutte le radici 
n"""* dell'unità, o il corpo Û non contiene alcuna delle radici f/~"* irra- 
zionali dell'unità. Son questi i casi che io esamino in questa nota; esâ 
non sono i più generali, ma contengono il caso considerato dal Va h leu: 
il corpo K dei numeri razionali non contiene infatti alcuna radice n**^ 
irrazionale dell'unità. 

Nel i** caso la (I) non può stare, per l'osservazione premessa, se 
m < n; deve dunque essere m := «, il che dice che l'equazione (i) è irre- 
ducibile. Donde il teorema: 

Vtquax^ont binomia x* — a = o, in cui a t un numero d'un corpo Û, 
il quak contiene tutte le radici «"""' dell'unità, è irreducibile se a non t 
potenza d'un numero di û con esponente divisore di n; ossia, affinchè iV 
qua^^one stessa si riduca, è necessario (e sufficiente) che a sia potenza d'un 
numero di û con esponente divisore di n. 

n 2® caso ha bisogno di un esame più accurato. 

Innalzando la (I) alla potenza «"'«"•, si ha 

a- = b\ 

Sia fx. il m. e. d. tra m ed «; determiniamo due interi Ç, ìq in guisa 

che si abbia 

mÇ + WY) = (A, 
ed avremo 

a^ = (b^ay = c% posto c = b^a\ 



donde : 

(3) a = p.c^, 

p essendo una radice dell'equazione 



?" = !. 



Essendo (a divisore di n, è p una radice «'""' dell'unità; ed allora, 
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dovendo p essere una quantità razionale, come risulta dalla (3), e d'altra 
parte non essendo nel corpo Û contenuta alcuna delle radici n*""* irra- 
zionali dell'unità, dovrà essere 

p=±i. 

Ma p = I è contro l'ipotesi se, come supponiamo, p. < «• 

Né può essere p = — i, se — non è potenza di 2. Perchè, posto 

— = 2^.py con p impari maggiore di i, si avrebbe 

contro l'ipotesi. 

E però concludiamo che, nel 2® caso, non può l'equazione (i) spez- 
zarsi nei due fattori (2) se — :^ 2\ e in particolare non può l'equa- 

V- 
rione (i) spezzarsi, se n è un numero impari. 

Ed ora io dico che l'equazione (i) non può spezzarsi anche se n 

è pari, ma non multiplo di 4. In tal caso, infatti, se — non è impari, 

è uguale a 2 r con r impari. Se r > i il teorema è dimostrato, perchè 
si avrebbe 

a = (- O'. 

Se r = I, sarà n = 2 (x, m = fx. (impari). È possibile determinare 
due interi Ç, » in guisa che si abbia 

2Ç + i»y) = I, 

ed allora sarà, tenendo presente che a"* = b*y 

a = a'^oT'' '— a^^b'"^ = {aH'^y 
contro l'ipotesi. 

Concludiamo adunque il teorema : 

Se un corpo non contiene radici n'""** irrazionali ddVnnità e se 
n= 2p^q^ ... (j>, y, . . . , numeri primi impari), la condii^ione necessaria 
e sufficiente affinchè l'equazione x" — a = o sia in quel corpo riducibile è 
che a sia potenza, con esponente divisore di n, di un numero del corpo. 

Resta da esaminare il caso in cui n è un multiplo di 4; da ciò che 
abhiam detto precedentemente risulta che, ferma restando l'ipotesi fatta 
sul corpo di numeri in cui è data la quantità a, affinchè l'equazione 
X* — a = o ivi si riduca, è necessario che sia 

a = — c»^, 
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osaa che -^ a sia 3 quadrato di un numero del corpo: 

Un esame più accurato mostrebbe che affinchè, in ule ipotesi, Te- 
quazione x" — a = o si riduca, è necessario e suffidente che — a sia il 
quadruplo della 4^ potenza d'un numero del corpo: 

— tf = (2 cy. 

3. Finalmente vogliamo dare una dimostrazione, nella quale si con- 
serva lo stesso ordine di idee relativamente al caso in cui il corpo è co- 
munque fatto, ma il grado n dell'equazione binomia (i) non è divisibile 
per alcun quadrato. 

Partiamo sempre dalla (I) ed inalziamo alla potenza n^^*; avremo: 

a- = b\ 

tn grado di /, (x); (t essendo il m. e. d. tra m ed n, determiniamo due 
interi Ç, » tali che sia 

mÇ -j- UT) = [A, 
allora sarà: 

(4) a = p(a-*«)^ ?" = !. 

Se [A. = I slam contro l'ipotesi. 

Sia p. > I e p :76 i; sia n =:/)yr . . . 5, (p, j, r, . . . 5 essendo 
numeri primi diversi) etA.=/)yr ... <«. Seil numero primo 5 p. es., 
non entra in [/., sarà s primo con [/.. Il corpo contenendo p, come lo 
mostra la (4), conterrà tutte le radici v"^°»« dell'unità, se v è l'esponente 
cui appartiene p. Intanto v è divisor di \f.y quindi s è primo con v. 

È possibile perciò determinare una radice v«**~* dell'unità, che di- 
ciamo (T, in guisa che sia a' = p; a sta nel corpo, ed allora si ha 

a = [(T (a^ h^)^y (17 = ^«^) 

contro l'ipotesi. 

4. Passiamo infine a dimostrare un teorema, che crediamo degno di 
nota, riguardo alla riducibilità delle equazioni algebriche, e che dà una 
proprietà delle equazioni binomie. Esso si enuncia cosi: 

Se un'equai^one /(x) = o, le cui radici indichiamo con cl, «,, ..., «^,, 
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è in un corpo Û ùredudhik, e resta tak ambe wd corpo 

essa t un'equanime binomia. 

ìnhxuj posto -^ = Pi 0* = I, 2, . . . , Il — i), se nd anpo Û' 

l'equazione /(x) = o sì mantiene irriducìbile, essa in questo corpo è 
un'equaâone nornude *)y in quanto che le sue radìd sono funzioni ra- 
2donali coi coefficienti in O' di una di esse; e predsamente le radici di 
f(x) = o possono esprimerà mediante x nd s^uente modo : 

e le ß sono razionali in O'. Le sostituzioni dd suo gruppo di Galois 
sono le sostituâoni lineari moltì{dìcative 

(x, x), (x, P,x), . . . , (x, P^,x). 

Ora, dalla teoria dd gruppi di sostituzioni lineari d'una variabile ^, 
ricaviamo che le quantiti P,, P,, ... , P^, sono tutte le radia rf^^ dd- 
TunitL Ed allora essendo 

ed 

ocot^ot^ . . . x^, = quantità di Q = a, 
ricaviamo 

«* = a«,«^ • . . a^, = quantità di Û = a, 

ossia ot è radice dell'equazione binomia 

x* — a = o, 

e però 

n teorema è dimostrato. 
PakrmOy 9 maggio 1899. 



Fortunato Bucca. 



*) Weber, Bd« I, S. 465; pag. 539 della traduzione francese di G ries s. 
^ Weber, Bd. II, S. 199-aoo. 



SOPRA UN PROBLEMA D'INTERPOLAZIONE. 
Nota di S. Pincherle, in Bologna. 



AduBAoiA del IO dicembre 1899. 



I. Abbiasi la serie 



X 



(x — i) ... (jK — w + i) 



(1) <x) = 2*. „, 

o 

dove i numeri h^ sono soggetti alla condizione 

(2) IM<fcT|", 

essendo fc ed yi numeri positivi, ed yi < i. La (t(x) è, sotto questa ipo- 
tesi, una funzione trascendente intera di x, che si può anche ordinare 
secondo le potenze crescenti deUa variabile, nella forma 

Dal paragone di questa coUa (i), si vede subito che le b^ e le k^ sono 
legate fra loro da relazioni della forma 

In queste relazioni i numeri p^^ sono coefficienti numerid, indipendenti 
dal sistema dei coefficienti b^ della serie (i). Si potranno dunque scegliere 
le b^ nel modo che sembrerà più opportuno per trovare il valore delle 
/)^^; in particolare, si potrà porre 

K = ^% kl < 1; 

con dò, la a(x) diviene 

■^ ,x(x — i) . .. (x — n4- 1) . . ., 
2:^ -5^ '- — ^^ =ì— ^ = (i + • 

O 

La Jk, non è dunque altro che il coefficiente di x" nello sviluppo di 
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(i + :Q' in serie di potenze di x, cioè 

*. = -;^log-(i+0. 

Concludiamo da dò che : 

// numero p^^ non è altro che il coefficiente di :(^ nello sviluppo di 
log* (i + :c) *^ ^^^ ^* poten^^e di :(. 

Inoltre, risulta dalla condizione (2) la convergenza assoluta dei se- 
condi membri delle (3). 

2. Premessa questa semplicissima osservazione, supponiamo di volere 
determinare una funzione intera di x, a (x), che per il valore x = n 
della variabile assuma il valore determinato a^, n essendo sempre un 
numero intero (positivo o nullo). In altri termini, si voglia una soluzione 
del sistema di infinite equazioni lineari ad infinite incognite : 

(4) *o + *i ^ + *a^' + • • • = ^n- (« = 0, I, 2, . . .)• 

Cercando lo sviluppo di una tale funzione mediante la formula di inter- 
polazione di Newton, estesa all'infinito dal sig. B e n d i x s o n *), si trova 
facilmente per essa l'espressione 

(x(x) = ^ A-tf^-5^ ^ ^ ni_^, 

dove è 

^"«o = ^n- «^«-, + ( 2 ) ^'-' -•••+(- 0"^o; 

questa espressione formale rappresenta poi effettivamente una trascendente 
intera sotto la condizione, per i valori dati a^: 

(5) |A-aJ<ÄYl-, Y,<I. 

In tale ipotesi : 

/ numeri k^ che risolvono U sistema (4) sono dati dalle serie (assolu- 
iamente convergenti) 

dove py,, t ü coefficiente di :C nello sviluppo di log*(i -j- ^^ ^^^ ^^ 
poien^e di :^. 

Bene inteso, trovata una (r(x) che risolva il problema, se ne otten- 
gono infinite altre mediante l'aggiunta delle note trascendenti intere che 
si annullano nei punti n = o, i, 2, . . . . 



*) Acta Mathematica, t [X (1887), p. i. 
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3. La r^ola precedente di risoluzione dd sistema (i) vale quando 
le a^ soddisfano alla condizione (5). A questa condizione si può dare 
un'altra forma, ricordando Tapplicazione fatta recentemente dal signor 
E. Lindelof della sostituzione di Eulero alla teoria delle fiin&oni^. 
Se infatti consideriamo la funzione 

o 

questa si può scrìvere identicamente 

onde risulta che, affinchè le a^ verifichino la condizione (5), è necessario 
e sufficiente che la funzione /(/) sia regolare entro tuuo il campo i cui 
punti sono definiti dalla condizione 

ii-/i>p' 

dove p è un numero maggiore dell'unità; campo che è costituito dalla, 
regione esterna ad un cerchio avente il suo centro sull'asse reale. 

Bologna, 4 dicembre 1899. 

S. PlNCHERLE. 



•) Acta Sodetatis Sdentiarura Fenmc«, t XXIV (1898), n° 7. 



SULLA TRASFORMAZIONE DI LAPLACE. 
Nota dì G. Vivant!, in Messina. 



Adunanza del 7 gennajo 1900. 



1. La trasformazione di Laplace muta un'equazione del 2^ ordine a 
due variabili indipendenti della forma : 

(i) 5-}-fl/> + i^ -}- c:C= 

in una dello stesso ordine e della stessa forma. Solo nel caso in cui una 
delle due espressioni: 

i:r — l- ab — c = hf -^ — U ab — e •=k 
dx * oy 

è identicamente nulla, l'equazione trasformata si riduce al primo ordine 
e contiene una sola delle derivate parziali di ;(. 

Q proponiamo di esaminare se questi risultati possano estendersi 
alle equazioni a tre variabili indipendenti. 

2. L'analoga dell'equazione (i) pel caso di 3 variabili indipendenti 
Xj , x^ , Xj è l'equazione del 3° ordine : 

W P^^, + ^/>,3 + */^3i + 'Pr^ + ^Pr + ^^ + fP, + gl = <>, 

dove Pi y />.j, , /).fcj denotano le derivate parziali prime, seconde e terze 
della Xr Applichiamo ad essa la trasformazione : 

(3) Z = p^ + a^, 

e cerchiamo le condizioni perchè l'equazione trasformata sia del 2® oir- 
dine e 'non contenga alcuna derivata di Z rispetto ad x,. Dalla (3) s^ue : 

Gr^, JdûUm. HiUrmo, t. XIV (1900). -»Stampato U i^^ marzo 1900. 19 
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P. =/>» +«/', +'',^. 
Py =P,i +«/>, +«,ì. 

(4) { Pr, = P.„ + «P« + 2 fl.p. + a„t, 
^„ = />.„ + ap„ + a,/», + «,P» + «»,^. 
^» = P.» + "/•» + 2 «j^ + ^i.t. 

dove gl'indici denotano la derivazione rispetto alle corrispondenti varia- 
bili. Dev'essere identicamente, tenuto conto della (2) : 

(5) «i^„ + PP,, + YÌ^„ + S^. + «i', + U = o, 

dove le a, ß, y, S, e, Ç sono funzioni delle variabili indipendenti. La (5) 
diviene, in virtù delle (3), (4): 

+ («^aa + ß^a, + Y^j) + ^^^ + ^^3 + ^^)^ = ^• 

n primo membro di questa equazione deve coinädere col primo membro 
della (2); ne segue, con semplici calcoli: 

a = o, P = i, Y = o, i=zc,z = by l = d, 
inoltre : 

(6) a,+fli— /=o, fl, + ÄC — e = o, a„ + ca, + ia, + Ja— ^=o, 

e la (5) diviene: 

(7) P,,-\-cP, + bP^ + äZ = o. 
U sistema (6) equivale al seguente : 

(8) a^-\- a b—f =0y a^-\-a e — ^=0, a^^ — 2 a b c-^a d-|-t c-^cf—g^^o. 

Osserviamo che la (7) ha la forma (i); e che essa inoltre è ridu- 
cibile alle quadrature mediante la trasformazione di Laplace se, oltre le 
(8), sono soddisfatte le equazioni che si ottengono da esse mediante per- 
mutazione ciclica delle variabili. 

3. Esaminiamo ora sotto quali condizioni la (2) si muta, in virtù 
della (3), in un'equazione della stessa forma. 

Dalla (3), oltre le (4), risultano le seguenti: 

Pû=Piii + ^Pù + ^iPi + ^iP^ + ^ùVy 0=1, 2, 3) 

di più, mediante la (2), l'espressione di P^^ diviene : 

P» = - bpi. - f />» - 'ip. + (*», - P. + («a -/)P, + (''a, -g)K. 



(IO) 
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donde s^ue derivando : 

P.^, = -bp„-cp,,,-dp„-\-(a-c,-e)p„-{^(a,-b-f)p,^ 
+ (a., -à,— g)P, + («., - «,)/>. + («„ -/.)/>, + («.., - gdt' 
L'equazione trasformata : 

dovrà essere identicamente soddisfatta, quando in essa si introducano le 
espressioni precedenti ài Z e delle sue derivate. Posto : 

a^ -\- ah — f=L, a^-{-ca — e = /, 
ij -\-hc — dz=. M, b,-\-ah — f = m, 
e, -\- ca — « = N, c^-\-bc — d = n, 
a,j — 2abc-{- ad-\- bt-\-cf — g = \ 
bj, — 2abc-\-ad-^be-\-cf—g = iL, 
e,, — 2abc -\- ad -\- be-\- cf — ^ = v, 

le equazioni di conditone risultanti possono scrìversi coA: 

(il) C = c, B = b, D = d, 

(12) Jc—E=l—c„ Ab—F=L—b^, Ad—G=-k-\-cL-\-bh-d„ 

(xi-\ i ^^*' — e)-{-Ea = — a,^ — ca^ ^e,= — l^^ac,, 
^^^Uia,-f)-\-Fa = -a,,~ba,+f, = -L,^ab„ 

(14) A(a^—gy]rEa^-{-Fa^-{.Ga = -a,,—ba,^—ca,-da,-\-g,. 
Dalle (12), (13) s^ue: 

(15) A = a--L = a-^, 



(16) {F = f^m-L-b^, 



l 

1 

L 



G=zg — a^^ — ba^ — ca^ -\.d, — d^. 
Dalla (15) risulta: 

(.7) f=^. 

e dalla (14), tenuto conto delle (15), (16), con qualche trasformazione: 
Le (11), (15), (16) danno le espresnonì dei cocfiicientì dcirequa« 
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zione trasformata; le (17), (18) le condiâoni perchè la trasformazione 
possa aver luogo. È da notarsi che queste condizioni contengono sol- 
tanto le quantità (io), le quali possono dirsi gli f m;arûiff/f dell'equazioix^ 
data. 

Ponendo : 

lgL = 4^, lgAf = V, lgN=Û, 

lg' =?> Igw =4^, lg« =<a, 

le (17), (18) possono scriversi: 

09) ?. = ♦.. \->?. = I(/-AO + Ki-«)- 

4. I nove invarianti, essendo funzioni dei sette coeflSdenti della (2 -^ ^ 
non possono essere tra loro indipendenti. Notiamo le seguenti relazior -•:ä3 
esistenti tra essi: 

(20) M, — II, = ft — V, N,_/^ = v — \ L^ — m^ = 'k — fL, 

(21) M, + ^, + £3-«, — /, — m, = o. 

5. Se si fa la trasformazione di variabili: 

i rapporti Lim^ Af : n, N : /, X : pt. : v restano invariati. 

Si trova infatti, senza alcuna difficoltà, che le L, m risultano mol-— — ' 
tìpUcate per /:(X,)/;(XJ, le M, n per A' (X,)/; (X,), le N, l pecr"^ 

6. Se in luogo della variabile dipendente ;^ si introduce la Z legata 
ad essa dalla relazione : 

(22) ^ = ez, 

dove 6 è una funzione delle variabili indipendenti, gli invarianti restano 
immutati. 

Dalla (22) segue: 

e la (2) diviene: 



SULLA TRASFORMAZIONE DI LAPLACE. I49 

p,., + (« + f ) p., + (» + -J^) '„ + (' + -^) f.. 

Poniamo: 

«Sonde : 

6 fi A 

Indicando con A, B, ... , Gì coefficienti della (23), si ha : 
£=* + „., 
, w I> = <i + *in, + e», +»),i, + in„. 
F =/+ «10, + *ïi. + 10.10, + Ï1.,, 

Ne s^;ue: 

B C—D=bc—d—rt^^, CA—E=ca—€—-n^„ J B—F=ab—f—-n,^, 
e quindi, distìnguendo con una lineetta sovrapposta gl'invarianti dell'equa- 
zione (23) : 

l = A, + AB-F = a, + n,, + ab-f-yi^, = L, 
l = ^, + C-4 — £ = Äj + TQ,, + t:a — ^ — if),, = /, 
e analogamente: 

M =: M, m =zfn, N = N, n = «; 
inoltre, colle notazioni in uso nella teoria delle funzioni simmetriche: 
AD+BE+CF = (ad + ie + e/) + 2 X^bn^ + 3 ^ay^^-n^ 

+ Z^^aj + Z^^i + Z^.% + 3 ^,^a>>,» 

2-45C+ G = 2aic + i^abti^ + 3 Z^^a^s + i? + Z^^i 

+ Z«^a3 + Z^i^a, + 3 ^,^a ^, + 1^.„. 



ISO G. VXVANTL 

quindi : 

AD'\'BE+CF— 2 ABC— G = ad'{'be'\-cf— labe-- g— fi^^^, 
e infine: 

\ = A,^ + AD+BE+CF—2ABC— G 
= ^a, + ^,a, + ad + be + cf—2abc — g — yi^,^ = \ 
jr=ft, 7 = v *). 

7. Reciprocamente^ se due equazioni della forma (2) hanno gl'mva- 
rianti corrispondenti eguali, esiste una trasformazione dei tipo (22) ctxc 
muta Tuna di esse nell'altra. 

Indichiamo con a^b, . . . ; A^ B, ... i coefficienti delle due equaziooS-» 
con L, Af, . . . ; L, M, . . . i loro invarianti. Per l'ipotesi fatta si ha: 

L — m = A^ — B^ = L — m = a, — i, , 
e cosi: 

5, - Q = ^3 - c„ C. - ^, = e, - a, , 
da cui: 

iA-a\ = (B-b)„ (5-t), = (C-a, (C-cX = (A-aX. 
Pertanto l'espressione: 

(A-ayx, + (B-b)dx,-\-(C-c)dx^ 
è un differenziale esatto, che denoteremo con dr^y sicché: 

A — a = y\^y B — * = »,, C — ^ = 10^, 
ossia: 

Dopo dò dalla n = n segue : 

D = C, + 5 C — e, — te + d = e, + yi,3 + ic + in, -f CT), 

e analogamente: 

Infine dalla X = 'k segue : 

G=^, — 2 A B C-^-A D+5 £•+ C F— ^,,+2 a fr e— a d— è e— (;/+^ , 
e riducendo : 



*) I risultati di questo numero e del precedente giustificano il nome di invarianti 
dato alle L, 3f, etc 
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n confronto delle espressioni trovate colle (24) dimostra che si può 
passare dalla prima alla seconda delle due equazioni consideratie mfdianrr 
la trasformazione (22), dove 6 = e\ 

8. Torniamo alla trasformazione di Laplace, e calcoliamo gHnra- 
irianti dell'equazione trasformata, che contrass^neremo anche in questo 
caso con una lineetta sovrapposta. Tenendo conto ddle (11), (15), (16), 
si trova: 

^I=2l — m — 9„, M=M, N=l, 

(25)? T=2/ — N— 9„, m = L, n = n, 

( \= 2>— (A+M,— <p,,3=2>— v-Hf,-9„,, iI=).+Af., v=%-Hi,. 

Osserviamo che in queste espressioni figurano i soli imrarìantL 

9. Perchè all'equazione trasformata (9) âa applicabile la trasforma- 
zione di Laplace: 

Z' = P, + BZ = P^ + bZ, 

devono essere soddisfatte le condiâoni che si deducono dalle (19) me- 
diante permutazione ciclica, cioè: 

+, ='^,> ?a - f^+a = Mim-L) + m(M-n). 
Queste divengono, per le (25) : 

♦. = V., \ + K. - (^ + K)*. = M(- /. + « + T„) 

+ L(JW — «) =:A/m — In + M^,,. 
Ora dalla: 

»• = *' = M 
segue: 

. Af., M.M, 

^» " M Af' ' 

ossia: 

sicché le precedenti divengono: 

(26) 4^, = W,, \—\^, = Mm — Ln = M{m—L) + L{M—n). 
Dei coefficienti dell'equazione in Z' ci basterà calcolare i tre primi 
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Si trova, applicando le formel (ii), (15): 

F = B - ^,, C = C, A' =%-: 

ossia : 

A' = a — <f,, B' = b — *^, C' = c. 

Gl'invarianti dell'equazione in Z' sono [vedi fonnole (25)]«^ 

M' = 2Ä?— «—;);„, N' = 7ï, L'=lii, 

m' = 2m — L — Ì„, tt' — M, T=l 

ossia : 

iZ'=I, M' = 2Af— n— ♦„, N^=/, 

T'=2/-.N-9.„ m'=«, »'=Jf. 

v'=>+Af. + /,. 

10. Le condizioni perchè all'equazione in Z' sia applicalnle k tra- 
sformazione di Laplace: 

Z" = F^'\-CZ' = F^ + cZ' 
sono: 

w; = 5;, 7; - v «; = N'(n' — M') + n'^ïT' — F). 

Esse divengono, per le (27) : 

V, = 9,, \ + M., + /., ~ (> + Af. + /,)W, 

Ora dalla: 

' ^^ M l 
segue: 

A^., = M. ?, + W?., = A^. ^, + A^?., . 

sicché le precedenti divengono : 

(a8) V, = 9,, X,-X9, = M(N-/) + /(«-M). 
Gl'invarianti dell'equazione in Z" sono : 
N" = 2N'~T - «;, , Z" = Z', M" = «', 
«" = 2 n' — M' — «;, , T" = N', in" = m', 

5" =r' ~^' + 5 ~ ?" =y - «*' + "•' - ^"« ' 
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ossia, per le (20), (26), (27), (28): 

Œ." = L, M" = M, N" = N, 

C29V T" = /, m" = m, n" = n, 

II. Riassumendo, le condizioni perchè alla (2) possano applicarsi 
successivamente le 3 trasformazioni : 

sono [vedi eq. (19), (26), (28)]: 

(30) ?. = ♦., *, = V„ V, = 9,, 

/ X.-H, =L(/_N) +/(!.-«), 

(31) X, - X*, = MÇm-L)-{.L(M- n), 
f Xj - X9, = M(N - + K« - -W)- 

Se queste condizioni sono soddisfane, i primi 6 invatiantì restano 
immutati, e gli uldmi 3 variano di una stessa quantità. 
Dalle (30) segue : 

l = Lp(x^, Xj), L = Mq(x^, X,) M = /r(x., *,), 
e di qui: 

(32) />(x,, *,)^(Xj, x,)r(x,, xj = 1. 

D.:rivando logaritmicamente rispètto ad x, si ha : 

donde risulta che — e — sono indipendenti rispettivamente da x^ e 

da Xj, quindi dall'una e dall'altra. Si potrà scrivere pertanto, denotando 
con y'(^j) ^"^ funzione della sola x^ : 

Pl--Ji- ï"(^3) 

P ~ q ~Y'(^3)^ 

donde, indicando con a'(x,) una funzione di x, , con ß'(^a) ^*^ &\P' 
zione di X •. 



e quindi per la (32): 



^~ß'W ^~Y'(*,)' 






Cire. JI£tlMN. P«i^mo, t. XIV (1900). -^Sumpato il 31 marzo 1900. 
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Si ha dunque: 

^33) ''- Y'(*,)' "^ -«'(*.)• 

Dopo dò, se si pone: 

le (31) divengono, con qualche riduzione : 

(35) ^. = «'(*-Ö). T, = P'(P-iî). T, = Y'(ß-iO; 
inoltre la (21) può scriversi: 

(36) ß'Y'^. + Y'«'a + ^'P'Ä, = o. 
Dalle (35) si ha : 

e quindi, in virtù deUa (36): 

(37) ^ + f + f = o- 

Alla stessa equazione differenziale soddisfanno, come si vede per ra- 
gioni di simmetria, P e Ö; sicché P, 2> R sono funzioni di due delle 
differenze ß — y, y — a, a — ß; posto per es. : 

a — Y = 5> P — Y = ^> 
si ha : 

(38) P = X(Ç, Y,), Q = y (Ç, y,), iî = fVa, Y,). 

Inoltre dalle (35) segue che anche t soddisfa all'equazione differen- 
ziale (37); sicché: 

(39) ^ = F(.^> »)• 

Distinguendo cogli indici i, 2 le dérivât j di X, F, IVy F rispetto 
a Ç, T), si ha : 

e quindi dalle (35) : 

(40) X=fV-\-F,, Y=IV-F,. 

Dopo ciò si ha, ponendo : 

l = ct'y' u 

e tenendo conto delle (20), (33), (34), (38), (39), (40) : 

^I=a'ß'«, Af=ß'Y'», N=x'Y(u-i-fV—F,), 

(41) ; / =a'Y'«, m=a' ß' (m- JfO, «=?' ï' («- ^-F,), 
(x=a'fi'YT«, {*=a'(i'Y'(f«+^.+ ^J, v=a'rY'(f«+^-f J, 
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dove a, ß, y sono funzioni rispettivamente di x, , x, , x^ ; u è una fun- 
zione delle tre X,, X,, Xj, e (V, F sono funzioni delle due combina- 
zioni Ç = a — Y>^ = P — Y- 

12. Affinchè all*equazione ottenuta dopo Tapplicazione successiva delle 
tre trasformazioni di La pia e e possano di nuovo applicarsi ordinatamente 
le trasformazioni stesse, dovranno essere soddisfatte le (31) quando in esse 
[vedi eq. (29)] si ponga X + ü, (^ + i/, v -j- i/ in luogo di \ pt., v, 
essendo : 

(42) H=M. + /. + !,. 

Ne s^ue facilmente: 

(43) H, - if?. = H, - H*. = H, - H9, = 0, 
quindi: 

che, come si può verificare tenendo conto della prima delle (30), è un 
differenziale esatto. Integrando si ottiene : 

H= Cß'/= Ca'ß'y'tt, 
dove C denota una costante. Ne segue, in virtù delle (41), (42): 

i^. J. ili. J. i^ — Ci/ 
donde si ha, integrando: 

c quindi: 

<44) / = a'Y'«^»F(Ç,n). 

13. Dopo una nuova applicazione delle tre trasformazioni di Laplace, 
i tre ultimi invarianti aumenteranno un'altra volta della stessa quantità 
H; e però all'equazione ottenuta saranno ulteriormente applicabili le tre 
trasformazioni. Dunque, se l'equazione ottenuta dopo un primo ciclo di 
trasformazioni è ulteriormente trasformabile, lo sono pure quelle che si 
ottengono dopo un numero qualunque di cicli. 

14. È notevole il caso m cui fl" = o; allora Tequaaone ottenuta 
mediante le tre trasformazioni ha gli stessi invarianti della primitiva, e 
quindi (n° 7) può ottenersi da essa mediante una trasformazione della 
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fonna (22) *). Si ha in questo caso dalle (41), (44) : 

L=<t' ß' r, M=^' Y V, N=x' Y ( F+ ff'—F,), 

I =«' Y V, m=^' p' (F— W), n=.V Y {V- W-FJ, 

Messina, dicembre 1899. 

G. ViVANTI. 



•) Questa trasformazione è: 



t = 



Si noti però che essa è diversa da quella che si ottiene componendo le tre tra- 
sformazioni di Laplace. 



SULLA RAPPRESENTAZIONE DELLE FUNZIONI REALI DI 
VARIABILI REALI MEDIANTE SERIE DI POLINOMI RA- 
ZIONALI INTERL 

Memoria del Dr. Carlo Severini, alla Spezia. 



Adunanza dell'i x febbrajo 1900. 



Negli « Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino a *) ho pub- 
blicato alcune Note : Sulla rapprtsenUixiont analitica delle funzioni reali di- 
scontinue di variabile reale. 

Supposta la funzione data 9(x) reale, ad un valore, finita ed inte- 
grabile in un intervallo finito (a . . . h)^ ho dimostrato che si può co- 
struire, in infiniti modi, un polinomio razionale intero di x, che, a meno 
di una quantità positiva, assegnata a piacere, rappresenta la f (x) in un 
campo [tf, h\ composto di un numero finito di tratti, presi nell'intervallo 
(fi .., h) t prossimo a questo intervallo quanto si vuole. Nel caso spe- 
dale che tra tf e ^ il gruppo dei punti di discontinuità sia un gruppo 
rinchiudibile, ho anche fatto vedere come si possa in un campo [a, è]', 
il quale si ottiene da (a ... ^) escludendone i punti di discontinuità con 
un numero finito d'intorni, la cui somma sia piccola a piacere, rappre- 
sentare la 9 (x), in infiniti modi, mediante una serie di polinomi razionali 
interi, che in quel campo converge assolutamente ed in egual grado. 

Recentemente il sig. R. Bai re, in una interessante Memoria: Sur 
les fonctions de variables réelles **) ha preso tra l'altro a studiare le fun- 
âoni di una variabile reale che sono atte ad essere rappresentate mediante 
una serie di polinomi razionali interi in tutto un intervallo, ed ha deter- 
minato la condizione necessaria e sufficiente che le caratterizza. 



•) VoL XXXm e XXXIV. 

**) Milano, Tip. Bemardoni di C. Rebeschim e C, 1899. 
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In Svilito alla pubblicazione di questa Memoria ho es^uito noa 
serie di ricerche, le quali formano Fog^etto dd presente lavoro. 

n primo n° contiene anzitutto un confironxo tra la concEnne, 
che la 9 (x) sopra detta âa integrabile neOlntemOo (a •.• ^), e h con- 
dizione necessaria e sufficiente, p^chè bn sta rappresentalHle mediante 
una serie di polinomi razionali inL:ri. A questo confironto tengono dietro 
altre considerazioni, direue a completare le ricerche, esposte ndle Koce 
precedenti, ed a mostrare principalmente, come 3 metodo in esse segidto 
possa in molti casi essere adoperato per costruire una serie dipofinomi 
razionali interi, che in un intervallo dato rappresenta una data funzione. 

Nel secondo n'' è indicato un metodo, basato sa consìderaàom 
analoghe alle precedenti, per onenere, sotto oiqx>rtune coodìzionì, una 
serie di polinomi razionali interi di due variabili reaH, la quale rappresenti 
in un dato rettangolo una fimzione delle stesse variabili, reale, ad un 
valore, finita. 

Questa parte si colica strettamente col proUema di rappresentare 
mediante una serie di polinomi razionali interi una (unzione di una sola 
variabile reale, soddisfacente alle occorrenti condizioni, giacché può servire 
in base ai risultati del sig. Baire (il metodo che ne risulta è anâ gene- 
rale) a formare tale serie. 

I. 
Funzioni di una vtirlaMle. 

1. Richiamiamo anzitutto alcune definizioni *). 

Consideriamo in un intervallo finito (a , . . b) un gruppo perfetto 
di punti E ed il gruppo corrispondente dei valori, che nei punti di E 
prende una funzione 9(x), data in quell'intervallo, reale, finita, ad un 
valore. 

In un punto x^ appartenente ad E si dirà oscillaiioru di 9(x) ri- 
spetto ad E il limite Dm , a cui tende la differenza tra il limite superiore 
ed il limite inferiore dei valori, che la <p (;c) prende nei punti di £", con- 
tenuti nell'intorno (jc^ — h ... x^ -|- /;), quando la quantità positiva b 
tende a zero. 



•) Cfr. B a i r e, 1. e, SS 26 e 27. 



SULLA RAPPRESENTAZIONE DELLE FUNZIONI REAU, ETC. I59 

La funzione 9 (x) sarà detta continua in x^ rispetto ad £, se Dx = o, 
discontinua in x^ rispetto ad E nel caso contrario; ed analogamente a 
quanto avviene nel caso ordinario, in cui il gruppo perfetto E è com- 
posto di tutti i punti di (a . . . i), sarà la ç (x) continua, puntualmente 
discontinua, totalmente discontinua rispetto ad E secondo che in ogni punto 
di E si ha Dx = o, ovvero esistono punti di E ove Dx > o, ma in 
ogni parte di (at ... i), che contiene internamente punti di £, vi sono 
dei punti di E nei quali Dx = o, ovvero finalmente esiste una parte 
di (a ... t), contenente internamente punti di £, in ognuno dei quali 
èZ),^>o. 

La condizione necessaria e sufficiente, affinchè la ç(x) sia rappre- 
sentabile nell'intervallo (a ... b) mediante una serie di polinomi razio- 
nali interi si esprime allora dicendo, che essa deve essere puntualmente 
discontinua rispetto ad ogni gruppo perfetto, preso in quelV intervallo. 

Facciamo vedere che l'ipotesi, che la ç (x) sia neirintervallo (a . . . i) 
atta airintegrazione, non è sufficiente, perchè si possa dire soddisfatta 
questa condizione. 

Consideriamo a tal'uopo un gruppo perfetto E^ qualsivoglia, conte- 
nuto nell'intervallo (a ... i), e rinchiudibile; ed indichian.o con ç^ (x) 
una funzione, definita nell'intervallo (a . . . i), reale, finita e total- 
mente discontinua rispetto ad E^, Chiamiamo poi con ç(x) una nuova 
funzione, definita anch'essa nell'intervallo {a ... i), in modo, che si abbia : 

in ogni punto non appartenente ad jE^ , e nei punti di E^ : 

La nuova funzione 9(x) è certamente atta all'integrazione nell'in- 
tervallo (a . . . V)y giacché è sempre rinchiudibile il gruppo dei punti, 
nei quali oscilla per più di un numero positivo <r qualsivoglia; non è 
però ivi rappresentabile mediante una serie di polinomi razionali interi, 
perchè totalmente discontinua rispetto ad E^. 

L'int^rabilità della ç(x) non è nemmeno condizione necessaria, 
perchè sia possibile questa rappresentazione. 

Gù appare subito manifesto se si pensa, che la derivata di una 
funzione continua, purché esista determinata in ogni punto, è sempre 
rappresentabile mediante una serie di polinomi razionali interi *), mentre 



•) Cfr. Baire, L e, S 57- 
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d'altra parte si ha esempio di funzioni, la cui derivata non è ana alTin- 
tegrazione *). 

Del resto è pienamente conosciuta b condizione necessaria e suffi- 
ciente, affinchè una serie di funzioni integrabili, in particolare continue» 
ed inferiori tutte ad un numero assegnabile, rappresenti una funzioae 
integrabile **). 

2. Per dare esempio di funzioni, che siano ad un tempo atte alla 
integrazione e capaci di essere rappresentate mediante serie di polinomi 
razionali interi, citiamo quelle, i cui punti di discontinuità formano nd 
dato intervallo (a ... i) un gruppo numerabile. 

Si verifica anzitutto facilmente, che tali funzioni sono puntualmente 
discontìnue rispetto ad ogni gruppo perfetto di punti. 

La cosa è intanto evidente se si tratta del gruppo formato da tutti 
i punti di (a . . . b). 

Per oj;ni altro gruppo perfetto E si consideri una parte (a^ . .. i,) 
qua'sivoglb di (a ... t), contenente internamente punti di E. Se questi 
punti (o una pane di essi), costituiscono uno o più tratti continui, deter- 
minati, appartenenti ad (a, ... t,), ò chiaro che il gruppo di tutti i 
punti di E interni ad Qi^ ... b^) non può essere un gru^)po numeralnle. 
Nel caso contrario siano a[ e b\ due punti di (a^ ... i J, non appar- 
tenenti ad E, e tali che (a\ ... b[) contenga punti di E. Questi, come 
è facile vedere, costituiscono un gruppo, che ù anch'esso perfetto e quindi 
non numerabile. 

Segue da ciò che tra a^ e b^ devono sempre esistere dei punti ap- 
partenenti ad Ey che non sono per la funzione data punti di disconti- 
nuità. In questi punti Toscillazione rispeno ad E sarà a maggior ragione 
uguale a zero. 

Per dimostrare la seconda parte della nostra asserzione, osserviamo 
che se in un punto x^ la funzione data oscilla per meno di un numero 
positivo <T, esiste necessariamente un intorno di v^ nel quale la differenza 
tra il limite superiore ed il limite inferiore dei valori di quella funzione 
è minore di <t. Allora in ogni punto preso entro una porzione qualunque 



•) Cfr. Volterra: Sui principii del calcelo integrale; Giornale di Batta- 
glini, 1884. 

••) Cfr. Prof. Arzelà: Sulle serie di funzioni; Memorie dell' Accademia delle 
Scienze di Bologna, 1899 e 1900. 
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di quell'intorao, non avente con questo nessun estremo a comune e con- 
tenente Xq, l'oscillazione è minore di <t; e però il punto x^ non è un 
punto limite del gruppo dei punti, nei quali Toscillazione è maggiore od 
uguale a <r. 

Questo gruppo è dunque chiuso, e, dovendo per l'ipotesi fatta risul- 
tare anche numerabile, ne segue che esso è riducibile. 

Ciò basta a dimostrare che nell'intervallo (a ... t) la funzione con- 
siderata è integrabile; anzi possiamo enunciare il seguente teorema : 

Ogni funzione reale, ad un valore e finita, la quale ammetta in un 
intervallo finito un gruppo numerabile di punti di discontinuità, è in queU 
l'intervallo atta alViniegra^ione. 

Tra le funzioni, i cui punti di discontinuità formano un gruppo 
numerabile, sono in modo speciale da ricordare le funzioni a variazione 
limitata; e come altro esempio possiamo ancora citare quelle, che hanno 
soltanto discontinuità, che si possono togliere *). 

Ilsig. Lebesgue in una Nota: Sur l'approximation des fonctions **) 
si è particolarmente occupato delle funzioni, i cui punti di discontinuità 
formano un gruppo numerabile. 

3. Presupposta per la funzione data <p(x) l'integrabilità, e definita 
per ogni valore reale di x una nuova funzione ç^ (x) mediante le seguenti 
condizioni : 

?i W = ? W P^r X ^a 

?,W = ?W » ^<x<b 

?,W = ?W » x^b, 

c'è luogo a considerare, come ho mostrato nelle Note sopra citate, la 
funzione 

dove u è lina seconda variabile reale, k una quantità positiva, indipen- 
dente da X ed II, e ^'(x) una funzione reale, ad un valore per ogni 
valore reale di x, avente un limite superiore finito per i suoi valori asso- 



•) Cfr. B e 1 1 a z z i : Sui punti di discontinuità delle funzioni di variabile reale; 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. VI, 1892. 
••) Bulletin des Sdences Mathématiques, Novembre 1898. 

Rmd, Ckrt, MsUm. PaUrmo, t. XIV (1900). — Stampato il 31 marzo 1900. 21 
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lud, e che soddisfa di più alle condizioni di essere pari, di non cambiare 
mai s^no e di ammettere determinato e finito l'int^ale 

^(x)dx=z 2 j ^(x)dx = 2(ù: 
per ogni coppia di valori fissati per x e it l'int^ale 

esiste determinato e finito. 

U "^ X 

Sostituendo u ad — 7 — si può scrivere: 

Se quindi G indica il limite superiore dei valori assoluri di ç (x), e 
e una quantità positiva, tale che riesca: 



vr+w^'<T' 



(T essendo il solito numero positivo, piccolo a piacere, si otterrà a mag- 
gior ragione: 

or 



''(*• *) - i£"^.c»+*«)+W''« 



<3 



Si fissi ora un valore x di x e si chiami con D— l'oscillazione della 
Çj(x) in quel punto. 

Sarà possibile determinare un intorno (x — e ... x4-^) del 
punto X (e quantità positiva), tale che per ogni punto x di esso risulti : 

l?.W-T.(Ol<i5-+y. 

Se pertanto k indica un numero siffatto, che i punti x-^kCy 
X — kc appartengano alFintorno (x — e ... x -{- t)y per ogni k minore 
od uguale a k risulterà : 

ed osservando che si può scrivere : 



<^T + y; 



'^'^''^ ^ T^ J^^ ?.(^)K")'^« 



<T- 
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e quindi: 

verrà in ultimo, tutte le volte che k è minore od uguale a k : 

(!) |F(J, *)-?.(^)|<D- + <r. 

Osservazione. — Dalle Memorie di Weierstrass:. Ueber die analy- 
tische Darstellbarkeit sogennanier wilkùrlichen Functionen einer reellen Weràn- 
darliehen (Sitzungsberichte der königlich preussischen Akademie der Wis- 
senschaften zu Berlin, 1885) si ha, supponendo la funzione data <p(x) con- 
tinua, che la F (x, Jfc), al decrescere del parametro i, tende in egual grado 
a Ç (x), in mtto Tintervallo (a ... t); e a questo teorema di Weier- 
strass fa riscontro nei mid lavori sopra citati l'altro che, nelle ipotesi 
qui poste per la ç(x), si può, dati due numeri or e >, positivi, piccoli 
a piacere e tra loro indipendenti, escludere dall'intervallo (a ... ^) un 
numero finito di tratti, che sommati diano una quantità minore di \ in 
modo che nella parte rimanente, per valori di it, che non superano un 
determinato limite k\ opportunamente scelto, risulti: 

|f(x, *)-(p(x)|<(T. 

È da osservare che la formola (i), per il modo come è stata otte- 
nuta, comprende entrambi questi teoremi. 

Infatti nel caso di una funzione continua l'osdllazione D« è in ogni 
punto X sempre uguale a zero, mentre, se la funzione è supposta solo 
int^rabile, è rinchiudibile il gruppo dei punti, nd quali D^ è maggiore 
od uguale ad un numero positivo, comunque preso. La convergenza uni- 
forme nell'intervallo (a . . . i), per k che va a zero, di f (x, Jk) verso 
f (x), se questa è supposta continua, ovvero la possibilità di determinare 
Vy se la f(x) è semplicemente integrabile, risultano poi immediatamente 
in base al noto teorema di Cantor sulla continuità e all'estensione 
che di questo si può fare alle funzioni discontinue *). 

4. La formola (i) dimostra che k f (x) rappresenta il limite, a cui 
tende F(x, i), quando k vz z zero, in ogni punto x, nel quale essa è 
continua. 



*) Vedasi la prima delle mie Note dtate in principio, $ 4. 
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Se si sonde b F(x, k) nella somma delle due funzioni 



ove: 



^.(*. *) = Îr£j'^* + ku)^(u)du 
~if 9,ix — ku)^(u)du, 

con procedimento analogo si trova, che in ogni punto x nd quale à 

ha per f (x) continuità o discontinuità di prima spede, la F,(x,i) e 

la F,(x, Jb) tendono, al decrescere di A:, ad un limite determinato e âmto, 

e precisamente che: 

limF.(x, i) = ?,(x + o), 
1.0 

limF.(x, *) = ç,(x — o). 

Ricerchiamo ora una condizione sotto la quale si possa dire, dato un 
punto X di (a ... t), che una delle tre funzioni f (x, i), -F,(*> *)> 
f,(x, k) tende, al decrescere di ife, ad un limite determinato e finito, 
anche se nel punto x =: x la <p (x) ammette una discontinuità di seconda 
spede. 

Supponiamo che esista un valore A tale che, preso un numero po- 
sitivo or, piccolo a piacere, si possa determinare un altro numero «, an- 
ch'esso positivo, in modo che nel tratto ( x — e ... x + 0> ovvero nd 
tratto (x ... X 4" *)> ovvero finalmente nel tratto (x — e . . . x) àa 
uniformemente denso il gruppo dei punti, nei quali la <p,(x) differisce 
da A per meno di <r in valore assoluto. 

Ricordando che nel caso, come è quello da noi ora considerato, di 
una funzione finita si dice che un numero finito B è per questa fun- 
zione in un punto x un confine, per esempio a destra, se, fissato il solito 
d, è possibile determinare e' in modo che, per ogni numero positivo e" 
minore di e', sempre esistono fra x ed x-f-e" (x escluso) dei punti, nei 
quali la fumdone diffcrbcc da fi in valore assoluto per meno di a *); 



•) C£r. Bettaxti, L e. 
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riesce naturale di chiamare il valore Ay soddisfacente alla detta condi- 
zione (si vedrà che quando questo valore esiste, è necessariamente 
unico) confine principale ovvero confine principale a destra, ovvero confine 
principale a sinistra di <p,(x) per x = x, secondo che si considera Tin- 
tomo (x — e ... x-j-s), ovvero l'intorno (x ... X"\-t\ ovvero l'in- 
torno (x — e ... x). 

Per fissare le idee sia A ad esempio il confine principale a destra 
di Ç, (x) per x = x. 

È facile vedere che si ha : 

limF,(x, k) = A. 

Infatti indicando con (ree due quantità positive, delle quali Tuna 
è al solito piccola a piacere, e l'altra è tale che riesca : 



risulta: 






<», 



e nel tempo stesso: 

Consideriamo Fintiate 
Sarà: 

|vjf[?.(*+*")-^K«)d«|^vX'l^.(*+*«)-^IK«)'i«; 

^ se i, è un valore determinato del parametro k siflFatto, che si abbia: 

M essendo la quantità sopra detta, tutte le volte che h è minore od uguale 
a Jfe, risulterà, come subito si verìfica in base alla definizione stessa di 
ìnt^ale : 

e quindi: 
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eccome il numero a può essere preso piccolo a piacere, si conclude, 
come avevamo asserito, che : 

limf,(x, k) = A. 

L'unidd del valore confine principale, qualunque esso sia, risalta 
immediatamente da questo risultato. 

Notiamo anche che se nel punto x = x eàstono per ç, (x) il con- 
fine principale a destra ^, ed U confine principale a sinistra A^ , e quesä 
due confini principali non coincidono, la F(x, Jfc) tende del pari ad un 
limite determinato e finito, quando jfc va a zero, e si ha: 

limF(x, Jfc) = ^'"^^^ 

Finalmente per dare esempio di una funzione ^^(x\ per la quak 
risulti in ogni punto : 

limF.C*, Ä) = c.(x), 

citiamo la funzione punteggiata discontinua, definita nell'intervallo (o . . . i) 
nel modo seguente: 

ç,(x)=i per -j-^x^i 



*). 

5. Se per ogni punto x dell'intervallo (a ... t) è soddisfatta una 
delle tre uguaglianze seguenti : 

limf (x, *) = ?(x), 

ft-o 
ft— o 
ft-o 

ad esempio la seconda (ciò accade sempre, se in ogni punto esiste per 



*) Cfr. D i n i : Fondamenti per ìa teorica delle funzioni di variabili reali, $ 62. 
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la funzione ?,(x) il confine principale a destra, e tjuesto coincide col 
valore della funzione medesima in quel punto), indicando con 

h k k k 

una successione di numeri positivi, decrescenti e tendenti allo zero, si 
potrà scrivere per tutto l'intervallo (a ... b): 

9 (*) = F, (*> *.) + J [F, (*, *v..) - F, (X, *.)]. 

I 

I termini della serie che è al secondo membro sono funzioni con- 
tìnue di X, se tale si sceglie la ^(x) *), e quindi possono essere rap- 
presentati con qualsivoglia approssimazione mediante polinomi razionali 
interi in tutto l'intervallo (a . . . V). 

La costruzione di questi polinomi si effettua poi assai facilmente, 
se si pongono per b funzione i/{pc) altre convenienti ipotesi **). 

Sia dunque 

GV'(x), G';'(x), .... Gt"(x), ... 

una successione di polinomi razionali interi di x, soddisfacenti nell'inter- 
vallo (a ... V) alla condizione 

|F,(X, K) — G^\X)\ < (X, (v= I, 2, ... , 00). 

indicando con 

^i> ^a> • • • > ^v> • • • 

Una successione di numeri positivi, soggetti alle condizioni 
^ > <ïv^. , lim <x, = 0. 

ft-o 

Risulterà in tutti i punti di (a ... ^) : 

I 

I termini di questa serie sono polinomi razionali interi, ed è chiaro, 
per quanto abbiamo sopra detto, che essa converge in egual grado in 
<)gni parte di (^ . . . ^) non contenente punti di discontinuità per la firn- 
2done data 9(x). 

Osservazione. — Se consideriamo nel dato intervallo {a . . . V) una 
funzione ad integrale nullo [tale è ad esempio quella, che in ogni punto 
ha per valore il valore in quel punto della oscillatone di una funzione 



^ Vedasi la terza delle mie Note dute in principio, $ 3. 

^) Vedasi la prima delle mie Note citate in principio, $$ 2 e 5. 
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finita cd int^raba^ tra ä e * *)], per essa lo zero rappresenta il confine 
priiKdpale in ogni punto intimo ad (j . . . &) e nd punti a t b rispet- 
tivamente il confine principale a destra ed Ü confine principale a sLoistra. 
Ne segue che se si hanno due funàoni, la cui differenza è una funzione 
ad intende nullo, e per una di esse è posàbile, mediante il metodo sopra 
esposto, costruire una serie di polinomi razionali interi, che la rappre- 
senta nell'intervallo considerato, quel medesmo metodo non può servire 
anche per l'altra funzione. 

n. 

Funzioni di due variahili. 

6. Si consideri nel piano delle due variabili reali x ed ^ il rettan- 
golo individuato dalle limitazioni 

a, ß, y, ) essendo quattro quantità, reaU, finite. 

Per mtti i punti di questo rettangolo sia /(x, y) una funzione reale, 
finita, ad un valore, continua rispetto ad x in mtto l'intervallo (« . . . p) 
per ogni valore fissato dì y, e tale infine che, indicando con D l'oscil- 
lazione di essa in un punto (cioè il limite, a cui tende l'ordinaria oscil- 
lazione, calcolata in un intorno che contiene quel punto internamente, 
quando la massima corda di questo intorno tende a zero) sia nell'inter- 
vallo (a ... ß) di ogni retta y =^ y, ove : 

rinchiudiblle il gruppo dei punti, appartenenti ad esso intervallo, nei quali 
D è maggiore di un numero positivo, comunque scelto. 

Pei valori a e ß di x si ponga anche la continuità rispetto ad y. 

Si consideri per tutti i punti della striscia di piano, indinduata dalle 

rette ^^ = y, ^ = X, la funzione /^ (x, y), definita nel seguente modo : 

nel rettangolo 

a^x^ß 

ß^:y ^X 



•) Questa particolare funzione ad integrale nullo è rappresentabile mediante una 
serie di polinomi razionali interi. Cfr. B a i r e, 1. e, $§ ii e 56. 
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si ha: 
nel resto : 

se X è maggiore di ß, ed 

/,(^> j^)=/(*>:y)> 

se X è minore di a. 

Sotto le ipotesi poste per ^(x) al § 3, m e i avendo ü significato 
ivi detto, esisterà determinato e finito per ogni terna di valori fissati per 
Xy y Q k (y ^y ^i) l'integrale 



i^£*/,(%y)+(ì4^)^.. 



2k 

7. Prendiamo a considerare la 

che per ogni valore dato a k rappresenta una funzione delle due varia- 
bili x ed )p, definita in tutti i punti del piano, pei quali : 

ed osserviamo che in ognuno di tali punti essa tende, quando it va a 
zero, al limite /, (x, y^ Per ogni y fisso vi tende poi uniformemente per 
tutti i valori di x compresi in un intervallo finito qualâvoglia. 
Essendo l'integrale 

convergente uniformemente per tutti i valori di x,ytk (y^J'^S), e 
rappresentando 

i^J^fX^-^ku,ymu)du, 

ove d è una quantità positiva qualsivoglia, una funzione continua rispetto 
ad X, giacché tale è per ogni terna di valori dati ad ^, it ed fi la 
/,(x + fcu, y)^(u) *), ne discende che continua rispetto ad x è anche 
la ^(x, 3^, i). 



•) Cfr. Prof. A r z e 1 à : Sugli integrali di funi^ioni che oltre alla variabile d'integra' 
^ione contengono altre variabili; Rendiconti della R. Accademia delle Scienze di Bo- 
logna, 25 novembre 1888. 

Remi, Gre, MmUm. FaUtmo, t. XIV (1900). — Stampato il 4 aprile 1900. li. 
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È facile dimostrare che questa gode della medesinìa propried ri- 
spetto ad y. 

Basterà che consideriamo l'integrale 

X t k essendo una coppia di valori di x e it comunque scelta. 

Osser\Tamo, che mentre u varia da — d a -|- J, Tespresskmc 
X -{' ku varia da x — Jtd ad x -}- kd. 

Se risulta, nella p^giore ipotesi: 

X — Fd<a<ß<x + Fd, 
possiamo scomporre Tintegrale 

nella somma dei tre integrali: 



Ot — y 

T 

^/^l/,(^+*"».:y)K«)''»- 



2».,p_. 



Per le ipotesi poste sulla /(x, )^), e per quanto abbiamo detto un 
momento fa, è chiaro che il primo e l'ultimo integrale rappresentano 
ciascuno una funzione continua à\ y\ h. questione si riduce quindi a far 
vedere che ciò vale anche per l'altro integrale. 

Verifichiamo a tal'uopo che nell'intervallo i — = — . . . _ | di 

ogni retta y=y (st^y^^) ^ rinchiudibile il gruppo dei punti, appar- 
tenenti ad esso intervallo, nei quali l'oscillazione D della J\(^x -\- A'«,)')^(tt) 
è maggiore di un numero positivo <i, piccolo a piacere. 
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Fatto questo per un teorema, che ho stabilito in un altro mio la- 
voro *), la dimostrazione sarà completa. 

Fissato dunque un numero positivo g qualsivoglia, prendiamo nel- 
l'intervallo I — = — . . . — = — I della retta v = y che si considera, un 

__ V * k ) ^ J 

punto u y y nel quale l'oscillazione D della /, (^4"^^> >) ^^ minore di g. 

H valore u sia poi tale che nel punto ti = m della ^ = o la 4^ (w) 
oscilli anch'essa per meno di g. 

Potremo descrivere un intorno C del punto uy^ ad esempio cir- 
colare, col centro in uy^ in modo che in esso si abbia: 

L-l<g, 
essendo L ed / rispettivamente il limite superiore ed il limite inferiore 
di /, (jc 4" *«, y) nel campo C. 

Parimenti sulla retta y = o potremo determinare un intorno 

(u — h ... u -^ h)y nel quale : 

L'-l'<g, 
ove L' ed /' sono rispettivamente il limite superiore ed il limite inferiore 
di ij/(u) in quell'intorno. 

Se come raggio di un intorno circolare C, avente ancora il centro 
in uyy si prende una lunghezza r', soggetta alla condizione di essere 
minore di Ä e del raggio r del cerchio C, è chiaro che in C il limite 
superiore della funzione /, (^ 4" ^^> >')'K") ^^^ ^ maggiore di LL' 
ed il limite inferiore non è minore di //'. 

Ma si può scrivere 

LV -IV=:LL- LV + LV — ir = L{L' — /') + V{L - l); 
quindi si ha, indicando con L" ed /" i limiti, superiore ed inferiore, della 
/,(x-|- ku, y)^(u) nel campo C: 

L"-l"<QL\ + \l'\-)g, 
ed a maggior ra^one 

L"-l"<giG'+G"), 

ove G' e G" sono i limiti superiori dei valori assoluti rispettivamente 
di K*) ed /(*, >). 



*) Sulle funzioni di variabile reale rappresentate da integrali definiti, $ 4. Pa- 
lermo, Tipografia Matematica, 1899. 
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Se il numero g viene in precedenza sceko in modo che si abfah: 

risulta: 

ed allora nel punto uy Tosdllazione D della /,(x-{- iff, y)^Çu) è Il^ 
cessariamente minore di a. 



Nell'intervallo 



I — = — . . . ^-T= — I della retta y = y, ecrettnati i 

punti di un gruppo rinchiudibile, tutti gli altri soddisfimo alle coufi- 
zioni imposte al punto u y : resta quindi senz'altro dimostrato ciò che noi 
abbiamo asserito. 

Osservazione. — Questa proprietà discende assai facilmente, per quamo 
abbiamo sopra detto, se la /(jc, y) soddisfa aUa condizione di essere in 
ogni punto del rettangolo 

continua anche rispetto ad y. 

8. Poniamo ora che la funzione ^'(x), oltre a godere ddle dette 
proprietà, ammetta infinite derU-ate finite e continue su tutto Tasse reale, 
le quali siano integrabili da — oo a -|- ^ > anche se vengono prese in 
valore assoluto. 

Da quanto è stato dimostrato nella prima delle mie Note citate in 
principio (5 2) risulta che per ogni y q k fissi (CiZjj Z^\ la ^(x,^,it), 
come funzione di x, ammette anch'essa infinite derivate finite e continue, 
che si ottengono colla derivazione sotto il segno d'integrale; in modo che 
per ogni x finito, e per ogni > e i (y ^ ^ ^ S) si può scrivere, appli- 
cando la formola abbreviata del Mac-Laurin: 

^(^> h *) = *(^> :iy *)q + x4>',(x, y, ï)^ 

dove il numero n può essere grande quanto si vuole. 
Se poi la ^(x) è anche scelta in modo, che il resto 
x" 
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per ogni x^ y q k (x finito, T ^ > ^ ^) tenda sempre a zero al cre- 
scere di tiy segue che per ogni k fissato è possibile lo sviluppo 

in tutti i punti del campo 

— m ^ X ^ + m 

m essendo un numero positivo, finito, preso ad arbitrio. 
Ma evidentemente il resto 

che col cambiamento di — r — in u diventa : 

k 

è minore in valore assoluto, qualunque siano x^ y t k, soggetti alle dette 
condizioni, di 









du. 



Se dimque la funzione ^ (x) è scelta in modo, ferme rimanendo le 
altre ipotesi, che questa quantità, per ogni x finito, tenda a zero al cre- 
scere di n [ciò accade se ad esempio si pone ^ (x) = «-**], si ottiene 
che il resto 

per ogni k dato, converge a zero uniformemente per tutti i valori di y 
compresi tra y e X, gli estremi inclusi, e per quelli di x, che apparten- 
gono ad un intervallo finito qualunque ( — w . . . -f- ni). 
Assegnati k ed m, nel rettangolo 

— m ^x ^'{- m 
indicando con S^^\xy y, ür) la somma dei primi p termini dello sviluppo 
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precedente, se /> è abbastanza grande, si potrà avere : 

ove 9 è il solito numero positivo, piccolo a piacere. 

La funzione 5^'^(x, y^ k) è un'espressione ordinata secondo le po- 
tenze intere e positive di x, aventi come massimo esponente il numero 
p — I, i coefficienti delle quali sono funzioni finite e continue di y. 

Basta perciò osservare che questi coefficienti sono della forma 



fï!S£'/.(»"-')^+W^"- 



2 

e che per essi vale quindi il ragionamento fatto nel 5 precedente per 
la 4>(x, y, k). 

Nella S^'^ (x, y^ t) al posto di tali coefficiend si sostituiscano altret- 
tanti polinomi raàonali interi di y y i quaU nell'intervallo (y ... X) ne 
differiscano in valore assoluto a meno della quantità e sopra detta. 

La S^'^ (xy y y k) si trasformerà in un polinomio razionale intero di 
X td y, R^^\x, y y Jt), ed in tutto il rettangolo 

risulterà : 

|S'"(*, y, k) - i?'"(x, y, k)\ < «^^^; 

e quindi : 

l*(*. y, *)-Ä'"(x, y, *)l<<^(ï + ^^)- 

Se q indica il massimo grado dei polinomi sostituiti al posto dei coef- 
ficienti delle potenze di x nell'espressione S ^^ (x, y y Jt), il grado del po- 
linomio R^^\xy y y k) sarà al più uguale a qÇp — i). 

9. Si considerino due successioni di quantità positive: 
k k k h 

^i> ^a> ^j> ••• > <y«> ••• , 

decrescenti, e tendenti allo zero. 

Si costruisca poi una successione di polinomi razionali interi di 
x eà y: 

*,(^> :y)> RX^y y)> • • • , ä„(^, y)^ ... 
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in modo da avere: 

l*(*. h *.) — ■«.(*. Ì)\ <", («= I. a «) 

per ogni coppia di valori di x ed y, che soddisÊiao alle limitazioni 

Poiché, come si è detto, in ogni punto di questo rettangolo : 
/(*> >) = linì*(x, ^, *), 
è chiaro, che ivi si ha : 

/(x, >) = *(x, :y, *.) + J[4.(x, ^, 0-«»(*. >•. *.)]. 

I 

e quindi anche: 

/(*, :y) = *. (*, ^) + S [^- (*' >) - ^' (*' >)]• 

I 

Abbiamo cosi ottenuto nel rettangolo dato la rappresentazione della 
funzione /(x> y) per mezzo di una serie di polinomi razionali interi di 
jc ed )^. 

Questa serie converge uniformemente, per ogni valore fissato di 
y (y ^ 3^ ^ ^), in tutto l'intervallo (a . . . ß) *). 

Osservazione. — Il procedimento che abbiamo seguito per arrivare 
a questo risultato può essere adoperato sotto ipotesi meno restrittive di 
quelle, che per meglio precisare le cose, noi abbiamo voluto porre. 

Coà l'ipotesi che la /(x, y) sia continua rispetto ad x, potrà sosti- 
tuirsi coU'altra, che essa sia, per ogni valore fissato di 'j compreso tra y 
e \ gli estremi inclusi, integrabile rispetto ad x (sotto questa condizione 
si può egualmente ottenere per la 4> (x, y^ k) lo sviluppo del § 8), e 
tale inoltre che in ogni punto del rettangolo: 

a^x^p 

risulti: 

Um^(x, y, fc)=:/(x, y). 



*) Per il caso che la funzione data sia continua rispetto ad ognuna delle varia- 
bili, senza essere tale rispetto al loro insieme (cfr. B a i r e, 1. e, cap. II), la questione 
è suu trattau anche dal sig. Lebesgue, 1. e. 
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escluso) coincida con A; nel punto B abbia un valore assegnato co- 
munque. 

La funzione /a (x, y) cosi definita risulta nel punto x^y^^ come 
subito si vede, continua rispetto ad y. 

Quanto all'altra variabile, supposto J'o <C ^ — ^> si osservi, che nel- 
l'intervallo (o . . . yj della retta x = x^ deve esistere un punto, avente 
un'ordinata ^^, maggiore di zero, nel quale il rapporto incrementale 

x(^o + y)- xGO 
y 

prende un valore che differisce in valore assoluto da Lx^ per meno di — , 

essendo <y il solito numero positivo, piccolo a piacere. 
Per la continuità della funzione 

x(^ + yó) — X(^) 
y'o 

si può anche determinare una quantità positiva S in modo, che riesca : 

x(».+y;)-xfa) xi'. + ii + yù-rX':) 



qualunque sia il valore di 6 compreso tra — i e -[- i (nel caso speciale 
che si avesse x^ = a ovvero yo = b — x^^ 6 prenderebbe soltanto i 
valori compresi tra o e -j- i ovvero soltanto i valori compre» tra 
— I e o). 

Segue da ciò che Lxo+ot, per ogni valore di 6 entro i limiti detti, 
è maggiore di Z,,^ — <y, e quindi nel punto x^y^ la funzione /^ (x, y) è 
stmicontinua inferiormente rispetto ad x *). 

Considerando dunque il rettangolo AB' DC, ove ß' è un punto 
qualunque, compreso tra -/< e 5, e C è un punto qualunque, com- 
preso tra -/< e C, si ha che in questo rettangolo la /^ (x, )») è per ogni 
X fissato continua rispetto ad v, e per ogni y fissato (j =z o escluso) 
semicontinua rispetto ad x. 

Nell'intervallo {A . . . 5'), in base al risultato che le funzioni se- 
micontinue sono di classe i **), si può pertanto concludere che Testremo 



•) Cfr. Bai re, L e, S 7- 
^) Cfr. Bairc, L e, S 56. 
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oscillatorio A non è di classe superiore alla classe 2; e, poiché il punto 
B' può essere preso prossimo al punto B quanto si vuole, ciò è vero 
anche per tutto il campo in cui è definito A, cioè per tutto l'intervallo 
ÇA . . . B)y il punto B escluso. 

Bologna, dicembre 1899. 

Carlo Beverini. 



SUL MOVIMENTO DI UN PUNTO NON SOGGETTO 
AD ALCUNA FORZA SOPRA UN TORO. 

Memoria del Dr. Mattia Pugliai, in Cefalù. 



AdttBania dell' ii mano 1900. 



Leggendo la Memoria del chiarissimo prof. Otto Staude aUeber 
die Bewegung eine schweren Punktes auf einer Rotationsfläche » *) ho cer- 
cato Studiare in particolare il moto di un punto non soggetto ad alcuna 
forza sopra un toro, s^uendo in parte la via tracciata dallo Staude 
pel caso del punto pesante sulle superficie di rivolutone. Richiamo i ra- 
gionamenti fatti in un'altra mia Nota e do le dimostrazioni di qualche 
teorema, non date dallo Staude, quali quelle dei teoremi U e III. 

I. Sia 

(0 (*' -\-f-\-i' + ^'- hy = 4«*(*' + /), 

requazione di un toro riferita ad un sistema di coordinate cartesiane 
ortogonali con Tasse delle :^ verticale, coincidente con Tasse di rotazione 
del toro e rivolto verso il basso. Si supponga a ]> i. 
Dalla (i) si ricava: 

(I') ^rp-fy = a±Vy^^\ 

la quale, per ogni valore di Ti compreso nell'intervallo 

(2) -b<i<b, 

assume due valori distinti, reali e positivi, i quali coincidono ai limiti, 

1=^ — i, ^ = by dell'intervallo. 

Indicando con ç Tangolo che il piano meridiano, di un punto qua- 



•) Acta Mathematica, Bd. XI. 
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l^^que della superficie del toro, forma con il piano x :(, otteniamo facil- 
^^ure le formole 

Vt quali determinano la posizione di due punti della superficie del toro. 

Ogni piano orizzontale, compreso fra i piani ;^= — t, :^=^, sega 

S toro in due circoli paralleli distinti, i quali, per le ipotesi fatte, non 

possono avere nessun punto in comune con Tasse delle :^. Però ai limiti 

^ = — t, :t = i, i due paralleli coincidono, hanno raggio a ed il toro 

è tangente ai piani :^ = — b, :ç^ = b. 

Se per brevità poniamo: 

le equazioni differenziali di primo ordine del movimento di un punto 
non soggetto ad alcuna forza sopra un toro, come si sa, sono : 



dove ib è la costante dell'integrale delle forze vive e Jb la costante dell'in- 
t^ale delle aree; k la supponiamo diversa da zero. 
Ponendo : 

:^ = — t cos w, 
avremo : 

^b^ — :C = i'sentt, d^= bstnudu. 

La dipendenza fra le variabili :^ ed i^ è tale che, mentre u percorre 
tutti i possibili valori reali, x^ oscilla sempre fra — i e -}- 1. Dunque, 
per le ipotesi fatte, la funzione 

f(jO = a + t sen a 

è funzione ad un valore e continua di u, sempre positiva e differente 
da o e 00. 

Inoltre sarà: 

Dopo dò, ponendo v = sen* 9 e sostituendo w — a in luogo di i#, 
le equazioni differenziali del movimento del punto considerato sopra il 
toro diventano: 

(5) X = (a + t sen u) ^i — v, )f = (a + i sen u))/v ^ i=zb cos u, 
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- r '^ 4- r ** ill = o 
w : 

A Vîtôô 

dove 

Ä(») = 2*(ä + *scn»y - **. 

I valori » = ii^, tF = o, 1^1 — IF = I, corriqxxidoDG si I = a 
2. Ponendo per brevid 

g»W = ^^tsen» ' ^.(•) = *(^ + *«niiX 

si vede che queste funzkmi sono monodrome, continiie e differenti da 
o e 00 ; allora ripetendo i laponamenti fimi ndl'altra Nota « Std maui- 
mento di un punto pesante sopra una superficie ài rivoìu^jone > *), si ve- 
drdibe che il nxmmento dd punto considerato è limitato sulla zona 
compr es a fra due certi paralleli detti cerchi di regresso, che la ti, e quindi 
anche la ;(=ftcosfiy è una funzione periodica di / col perìodo am^w,, 
e che k X, jf; le quali in generale non sono funzioni periodiche del 
tempo I, diventano tali col periodo 

allorquando ha luogo la relazione 

dove m, , m, sono numeri interi qualunque e 

Allora possiamo enunciare il 

Teorema. — La traiettoria dd punto considerato tocca alternativa^ 
mente e periodicamente i paraUdi che limitano la xpua sulla quale avviene 
il movimento. 



3. Immaginiamo date le costanti fc e — Jt, delle forze vive e delle 



*) Rendiconti del Creolo Matematico di Palermo, t. XII. 
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aree. Mora per il movimento definito dalle equazioni (4), le quali dopo 
le posizioni fatte diventano : 

do — duy dt=:-^ — ' — ^du, 

la scelta delle coordinate iniziali :(^ = i cos «^ , 9^ del punto in movi- 
mento rimane arbitraria. 

Per la simmetria delle superficie di rivoluzione può supporsi 9^ = o, 
mentre per :(o = i cos u^ possiamo supporre un valore di u che annulli 
la R (u)y o anche un altro valore che corrisponda ad un parallelo segato 
dalla traiettoria del punto in movimento. 

Dalle precedenti si ricava : 

du _ VR(u) d(f ^ k 

di — b(a'\'bsmuy di (a + isenuy* 

eper tt = u„, 9 = 9^: 

yR(u^) ' — ^ 

""'- "^ b{a^bltnu^y ''^ "" (^ + bstnuy 

Ora u'^j 9^ y dipendono dalla posizione iniziale e dalle costanti hy ky 
quindi u = u^ deve soddisfare la relazione 

R(u)^o. 

Questa condizione, ricordando che per u^ abbiamo supposto un valore di 
u che annulli la R(u) o che corrisponda ad un parallelo segato dalla 
traiettoria del punto in movimento, determina nei limiti — ^ <C ^ <C ^ 
i paralleli della superficie del toro raggiungibili dal punto in movimento 
per dad valori di h Q ky mentre rimangono non raggiungibili quelli che 
non soddisfano la detta condizione, cioè quelli che rendono la 

R(u)<o. 
Adesso insieme al toro 

Vx^ -f- y^ = a-]- bscnu 
consideriamo il cilindro 

riferito al medesimo sistema di assi a cui si è riferito il toro, ed avente 
Tasse di rotazione anche coincidente con Tasse delle :^. 

Eliminando, fra le precedenti equazioni, x^ -|" y^ ^^ ottiene : 
R(u) = 2 Jb(a + bsQnuy - jk^ = o. 



( 
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Ne viene che l'equazione R (ti) = o può considerarsi come il risultato 
dell'eliminazione di x^ -^ y^ dalle due equazioni 

dove esiste la ipotesi jfc > o. 
Ora la R (w) può scriversi : 

R(u) = 2fc(Ä + bsenu -f- -p=\la -j- bscnu-==\ = o, 
\ V2h/\ VihJ 

la quale, essendo il fattore ih (^ + ^ ^^° ^)j P^^ ^^ ipotesi fatte, sempre 
maggiore di zero, sarà soddisfatta per valori che annullano il fattore 

a + hstnu 7=V E tuttì i valori che rendono 

tu * 

a + bscnu == = o 

sono dati dalle formole 

u^ + 2 rnzy (2 w + i)w — w^, 

« essendo un numero intero qualunque o nullo. 

A tutti i valori di u dati dalla formola w^ + 2 nw corrisponde il 
piwllelo :(o "= i cos u^, ed a tutti quelli dati dall'altra formola (211 + iV — m^ 
corrisponde il parallelo x.^ = b cos w, , dove si è posto 7: — «o =^ u,. 
Quindi i valori u^ ed u^ che annullano la Ä(tt) danno le x dei paralleli 
d'intersezione delle due superficie accennate; possiamo perciò enunciare il 

« Teorema — I paralleli di regresso del movimento del punto sopra 
« il toro sono i paralleli d'intersezione di esso con la superficie del cilindro 

« JC + V = — T ». 

Per tutti i punti del toro esterni alla superficie del cilindro si ha 

''+y>Tf 

ovvero : 

2 jb(a + i sen w)' — it* > o; 

e per tutti i punti dentro il cilindro si ha : 

2fc(a + tsentty — jfe*<0. 
Da qui segue il 
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« Teorema. — Per un parallelo della superficie del toro si ha : 

R(u) |o 

« secondo che esso è esterno, sopra o dentro la superficie del cilindro 
« (hk) ». 

La superficie del cilindro (bk\ la quale dipende solamente dalle 

costanti delle forze vivejb e delle aree — Jt, separa adunque i punti rag- 

giungSnli dal punto in movimento da quelli non raggiungibili, e deter- 
mina d'altra parte i possibili cerchi di regresso del movimento mediante 
le interseadoni con la superficie del toro. 

Tenendo fisso h e facendo variare k, il cilindro (hk) aumenta o 
diminuisce di raggio coll'aumentare o diminuire di k ; invece tenendo fisso 
h e £icendo variare h^ il cilindro aumenta o diminuisce di raggio col di- 
minuire o aumentare di h. 

Se -y= <C(ß — *)> si ha R(u) > o per qualunque valore di u e 

quindi tutti i punti del toro sono raggiungibili dal movimento; ma se 

-7= > (^ + *)> si ha R(u) <^o e nessun punto del toro è raggiun- 
Y2b 

gibile dal movimento. 

Se -7= = (fl — b)y la funzione R (u) sì annulla solamente per 
Y2b 

valori di u dati dalla formola h 2 «w, essendo al solito n un numero 

2 ' ' 

intero qualunque o nullo, mentre per qualunque altro valore di u si 

mantiene sempre maggiore di zero e quindi anche in questo caso tutti i 

punti sono raggiungibili dal movimento. 

Se -=z = (fl -f- h)y la funzione R (u) si annulla solamente per va- 

TT 

lori di u dati dalla formola 1- 2 «tt, mentre si mantiene minore di 

2 * ' 

zero per qualsiasi altro valore di u ; allora solamente i punti del parallelo 

corrispondente ai valori di tt = |-2«7r sono raggiungibili dal mo- 

2 

vìmento. 

Per k = o il cilindro si riduce all'asse [. ' 

Rèmi. Cift. Uüttm. BàUrmt, t. XIV (1900). — Sumpaiu il 26 aprile 1900. 24 
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4. Dalle forinole 
X = (a -{^ bsenu)yi — v, y = (a -^ bsaìu)^y :^=tcosu, 

si vede che ai valori u = o, — , r , — corrispondono rispettivamente 

2 2 

i paralleli più basso, più esterno, più alto, più intemo. 

TA modo che i valori di u del primo e secondo quadrante com- 
prendono la parte della superficie del toro a curvatura positiva, equdli 
del terzo e quarto quadrante b parte della superficie del toro a curva- 
tura negativa. 

Abbiamo visto che u^ ed u, sono una coppia di valori di ti che 
annullano b R(u)y perciò questa può mettersi sotto la forma 

R(u) = (u - uj(tt, — u)r(u), 

dove r(u) è una funzione di u che nell'intervallo suddetto è positiva e 
diversa da zero. 

L^ndo il risultato ottenuto nel paragrafo precedente, cioè che per 

un parallelo della superficie del toro si ha i? (u) = o, secondo che esso 

giace fiiori, sopra o dentro il cilindro, e che solamente i punti che sod- 
disfano la condizione Ä(w) ^ o sono raggiungibili dal punto in movi- 
mento, a questa ultima forma della i?(w), cerchiamo di vedere se esso 
risultato sussiste insieme alle sue conseguenze. 

« I. — Se il toro penetra con una zona nello spazio dentro il d- 
« lindro (hk)y e questa zona ò limitata da due paralleli dei quali 
« :(^ = ^ cos Mq è l'inferiore, e :(, = /^ cos u^ il superiore, allora il mo- 
« vimento del punto avrà luogo nella zona rimanente, sarà condizionata- 
« mente periodico e corrispondente alle equazioni difienziali (6) con i 
« cerchi di regresso :Co = i cos m^, :t, = i cos u^ ». 

Ai paralleli intersezioni delle due superficie corrispondono coppie di 
valori di u che annullano la -R(w), dati dalle formole m = w^ -|- 2Jfcw, 
u = (ik -\- i)t: — u^'y e per i valori di u compresi fra i valori di ogni 
coppia, corrispondente ad un dato valore di k, la RÇu) è positiva e di- 
versa da zero. 

Ora essendo R(u) =: 2h(a -{- b sen uy — k^ , essa può assumere 
valori positivi solamente per /; > o. 

n. — Vediamo che cosa avviene se sotto le medesime ipotesi che 
hanno dato luogo al teorema I è anche u^ = u^. 
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Occorre anzitutto cercare il lìmite a cui tende l'integrale 



X V(ü 



du, («=i. a) 



«o) («. — «)»'(«) 
quando u^ ed », tendono a coincidere. 

Per un nou) teorema di calcolo integrale si ha: 

dove u' è un certo valore intermedio fra u^ ed u,. 

Ponendo 1 / — ^ = x, ed applicando le regole di calcolo inte- 

y u u^ 

graie â ottiene: 

/ , = — 2 are tang i/^* ** . 

dalla quale s^ue 



*/«o 



j» 

= «. 



E perdo al limite per a' = a„ = a, » ha : 

La condizione 

— 4^,^ + 2m,w, = o, 
ed il periodo 

divengono allora rispetävamente : 

^.. g.(0 — o T—itm-Kh^ 

^ ' 2 ^ ' fr(0 fr(iO 

Ricavando dalla prima delle precedenti il valore di m,, fi odiene: 

E siccome u^ = ti , == —, ed m, è on nomerò info-o quabnqtie, fi ha 
finalmente: 
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Allora possiamo dire: 

« Se i cerchi di regresso della zona, nella quale avviene il movi- 
« mento condizionatamente periodico, coincidono, il movimento avrà luogo 
« sul parallelo di coincidenza ». 

In questo caso avendosi * = ± (a + b^/ib, il perìodo T prende 
anche la forma : 

^ V2h 

Questo caso limite del movimento condizionatamente periodico pre- 
suppone un contatto fra il toro ed il cilindro (bk) lungo il paraBdo 

più esterno, corrispondente al valore u = — . Questo movimento p^ 

riodico è stabile^ perchè la sua traiettoria è limitata dall'una e dall'altra 
parte da r^oni della superficie del toro non raggiungibili. 

ni. — Se il cilindro è tangente al toro lungo il parallelo più interno, 

corrispondente al valore di ^ = -^ , i limiti u^ ed u^ diventano rìspet- 

2 

tivamente , — ; ed avendosi allora — r = (a — fr)*, la funzione 

2 2 2 U 

R(u) =^ 2 h (a -]- b sen u)* — k* diventa : 

R(u) = 2hb{i -j- sena)[2a — ^(i — sen»)]; 
quindi 






?,(") 



du. 



j/ihbÇj -j- senM)[2a — i(i — sena)] 

Ora, come nel caso precedente, indicando con u* un certo valore 
intermedio fra e —, si ha : 

2 2 ' 

J_js.\^ROÔ V2hb[2a — b{i — stnu)]J__s_fì 



du 



4-sentt 



Ponendo u = 1- 2 v, si ha 

2 * ' 

3« 



n~ du _ j_ r^ dv _ JL n JLT— — 1 

J^jL)/i']-^nu~ yìj, sent; - ^2L''^^''^ ^ X V^ ''^'^' 
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e perciò 

Tr- g^(^) rinrnnr^T 

diviene logaritcamente infinito. 

Allora le funzioni x, )^, ;( per mtti i valori di t rimangono mono- 
drome, finite e continue, ma perdono la primitiva proprietà della perìo- 
didti, perchè al crescere illimitatamente di t, la u tende verso u,. Quindi 
anche la funzione [ tende verso :^, senza mai raggiungere questo valore, 
mentre se esistesse la periodicità, essa dovrebbe riprendere gli stessi valori. 
n punto in moto si avvicina in modo continuo al parallelo più intemo; 
e poiché le funzioni x, y hanno perduto anche esse la periodicità con- 
servandosi finite e continue, esso punto non riprenderà mai la stessa 
posizione e conserverà sempre la medesima direzione. Esso non potrà 
percorrere un parallelo poiché la :( si manterrebbe costante, non percor- 
rerà un meridiano poiché raggiungerebbe il parallelo più interno; dunque 
percorrerà una linea che non conduca direttamente al parallelo più in- 
temo, ma che ad esso si avvicini in modo continuo. Questa linea * av- 
volgerà il toro sempre più in nuove spire, avvidnandosi asintoticamente 
d'ambo le parti al parallelo più interno, che diremo parallelo critico. Si 
ha quindi il teorema: 

« Se i due cerchi di regresso coincidono sul parallelo critico, nasce 
« un movimento asintotico ». 

Ma se al principio del movimento si porta il punto su questo pa- 
rallelo critico, esso non l'abbandonerà mai, e lo percorrerà continuamente 
con velocità costante. Questo movimento periodico è labile, perchè la 
sua traiettoria, ossia il parallelo critico, è limitato dall'una e dall'altra 
parte parte da r^oni della superficie del toro raggiungibili dal punto in 
movimento. Il suo periodo, come nel teorema II, è: 

T = ^Ça — by. 

IV. — Esaminiamo adesso il caso in cui il toro trovasi internamente al 
cilkdro senza essere tangente. 

k 

Come abbiamo visto, in questo caso si ha : -^= < a — t, la fun- 
zione -R («*) > o per qualunque valore di u, e tutti i punti del toro sono 
raggiungibili dal movimento. 

Per lo esame di questo caso mettiamo le (5) e le (6) sotto una 
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nuova forma mediante le posizioni: 

cos« = -A, sen« = î^*^î, d« = ^^^,. 

Si ha facilmente: 
_ r àv r" kb ^ ^ 






'*(a-J-fF 



■^^d^. = *, 



* = (fl + t^F=7;)/nr7;, > = (a + i^F^^;)|/5", ^ = ~>., 

dove 

Le funzioni 

sono monodrome, finite e continue per tutti i valori di ^, compresi nd- 
Tintervallo — ^ ^ >, ^ ^> hanno sempre lo stesso segno e giammai di- 
ventano o o 00 . Allora siamo nelle condizioni accennate al n° 2 con ^, 
invece di u. Perciò la )f, e quindi anche la ;( è una funzione periodica di 
ì col periodo T= 2w^; le x, y funzioni condizionatamente periodiche, le 
quali, sotto la condizione 

— 4^,-|- + 2m,tt/. = 0, 

hanno il perìodo 

T= 2 m^w^. 

n corrispondente movimento si distingue da quello considerato nei 
casi precedenti per la mancanza dei cerchi di regresso; il punto o de- 
scrive un meridiano oppure la sua traiettoria avvolgerà il toro come i 
vermi di una vite ripassando per le medesime posizioni. 

Se il punto principia il movimento da una posizione qualunque dei 
paralleli più interno e più esterno nella direzione orizzontale, esso rimane 
sempre sul parallelo da cui è partito. 

Riepilogando : se il toro trovasi fuori del cilindro senza toccarlo, 
avrà luogo il movimento condizionatamente periodico senza circoli di 
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jresso; allorquando il cilindro tocca il toro lungo il parallelo più inter- 
», il movimento assume la forma asintotica ed il punto si avvicina con- 
luamente al parallelo critico senza mai raggiungerlo. Coll'ulteriore ere- 
ite di Jfc il cilindro sega il toro lungo due paralleli, separando una zona 
li cui punti non sono raggiungibili, mentre sull'altra zona, esterna al 
indro, il movimento è condizionatamente periodico con due cerchi di 
sp'csso. Infine quando il cilindro tocca il toro lungo il parallelo più 
remo, si ha un movimento stabile sul parallelo medesimo. 

Ce£suù, gennajo 1900. 

Mattia Puglisl 
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Memoria del Dr. Pietro Burgatti, in Roma. 



Aduiunxa dell'S aprile 1900. 



I problemi fondamentali che si possono porre riguardo ai sistemi 
articolati (e qui si parlerà soltanto di sistemi piani) sono di due specie: 

a) Dato un sistema articolato e due punti P Q Q che fanno parte 
di esso, e supposto che in ogni sua deformazione ad una posizione di P 
corrisponda una sola posizione per Qy determinare la trasformazione 
puntuale che il sistema articolato realizza. 

F) Definita una trasformazione puntuale mediante le sue formule 
analitiche o le sue proprietà geometriche caratteristiche, costruire, quando 
è possibile, un sistema articolato atto a realizzarla, nel senso indicato pre- 
cedentemente. 

n primo problema non presenta difficoltà gravi di concetto, giacché 
l'analisi permette in generale di rappresentare mediante equazioni i vincoli 
imposti al moto di P e Q dzl sistema articolato; ma sovente le equazioni 
sono cosi complicate, che la loro completa discussione riesce molto dif- 
ficile. 

n secondo problema, che è più interessante dal punto di vista pra- 
tico, fu trattato da molti autori, dopo che Peaucellier ebbe scoperto 
l'inversore che porta il suo nome, e sono ormai abbastanza numerosi i 
sistemi articolati che si conoscono e che realizzano le più note trasfor- 
mazioni. Ma i singoli autori vi pervennero coli' uso di procedimenti propri 
e speciali : parte dichiarati pubblicamente dagli autori stessi, parte no. 
Quindi è che lo studioso trova in questo importante capitolo della Mec- 
canica qualche cosa di oscuro e di incompleto, e sente nascere vivamente 
il desiderio di giungere, per cosi dire, esso stesso alla costruzione dei 
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detti sistemi, mediante Tapplicazione diretta e ragionata di un certo com- 
plesso di proposizioni fondamentali. Questo desiderio, che è del resto un 
compito della scienza, indusse ad alcuni notevoli tentativi, i quali posero 
anche in luce le gravi difficoltà che presenta l'enunciato problema, mas- 
sime quando sia mantenuto sotto la sua forma più generale; dalla qual 
cosa si resti persuasi, che per raggiungere Pintento è necessario prose- 
guire passo a passo. 

È per ciò che io credo di qualche utilità questa breve Memoria, 
nella quale soltanto i sistemi articolati più noti e più semplici sono de- 
dotti da pochi principi generali con metodo facile, intuitivo e, direi quasi, 
grafico. 

Lo stesso metodo mi ha condotto alla generalizzazione di alcune 
forme dei sistemi in discorso : sono quelli rappresentati dalle Fig. 3, 7, 11. 

Sia data una trasformazione puntuale, che abbia la proprietà di tra- 
sformare i circoli in circoli. Noi parleremo soltanto di queste. Due cir- 
coli o due punti, che si ottengono l'uno dall'altro applicando la data tra- 
sformazione, si diranno brevemente circoli o punti corrispondenti. 

Un circolo, che abbia il centro in un certo punto A^ sarà indicato 
col simbolo (^A); viceversa, indicando un circolo con (-4), s'intende che 
U centro è denotato con A. 

Quando si parlerà di segmenti articolali, questi si dovranno pensare 
come aste rigide, unite per le loro estremità a cerniera *) con l'asse nor- 
male al piano del foglio. 

Sia (C) un circolo qualunque e (C) il suo corrispondente; sia 
inoltre P un punto di (C), e P' il punto corrispondente sopra (C). È 
facile dimostrare la proposizione che ora enunciamo, la quale in seguito 
sarà chiamata prima proposizione fondamentale : 

a Un sistema articolato, del quale facciano parte i tre segmenti P C, 
« CC\ CP\ articolati in C e C, manterrà sempre in corrispondenza nella 
a data trasformazione i punti P e P', comunque esso venga deformato, 
« quando possieda le due proprietà seguenti : 

« 1° Di potersi deformare in guisa che CC rimanga immobile, e che 
« i punti P t Fy descrivendo i rispettivi circoli (C) e (C), restino costan- 
« temente punti corrispondenti; 



*) Ho creduto bene di non adottare qui completamente il linguaggio della Mec- 
canica applicata. 

Rend. Cire. Matern. Palermo, t. XIV (1900). — Stampato il 4 maggio 1900. 25 
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« 2* IX potersi deformare mantenenclo costanti g^ ax^c£ PCC.t 
« FCC, e per qucs» deformaziom i circoli (C) e (C), sqiposaii^ 
« mente collegati a C C, restino sempre circoli cornspoodenti ». 

Infatti, deformiamo in un modo qualunque il nostro sistema artico- 
lato, in guisa che P vada in una certa posizione P,. Questo passaig^o 
di P in P, si può ottenere coUa successione di due defonnaaom bea 
definite : una di quelle indicate ndb seconda proprieti, in modo che 1 
circolo (C) vada a passare per P, ; pen una di qudle indicate ndh primi 
proprieti, in guisa che P vada a coincìdere con P,. In virtù ddla prina 
deformatone fl circolo (C) andrà ad essere ancora il corri^Modentt 
di (C), pur restando P e P corrispondenti; per la seconda, percorrendo 
P il cerchio (C), il punto P percorrerà (C) rimanendo sempre il cor- 
rispondente di P, talché quando P si arresta in P, , P" si arresterà nd 
punto corrispondente a P,. La proposizione i dimostrata. 

Un'altra proposizione, che diremo in s^uito seconda proposiâone 
fondamentale, e che ha molta analogia colla precedente, risulta dal con- 
dderare un punto come intersezione di due drcoH. Siano (C) e (CJ 
due circoli qualunque, (C) e (C^) i corrispondenti in una data trasfor- 
matone; se i primi due s'intersecano in P, gli altri due s'intersecheranno 
in un punto P corrispondente di P. Allora la seconda proposizione si 
può enunciare così : 

« Un sistema artìcobto, del quale facciano parte i due segmenti CC\ 
a Cj C\ , manterrà sempre corrispondenti nella data trasformazione i punti 
a P e P', comunque esso venga deformato, quando possieda le due pro- 
a prietà seguenti : 

« 1° Di potersi deformare in guisa che CC rimanga immobile, e che 
« i circoli (CJ e (C,') restino costantemente corrispondenti, quando esà 
« siano supposti rigidamente collegati con C, C\ ; 

a 2° Di potersi nello stesso modo deformare, mantenendo fisso C(L\ 
«e supponendo i circoli (C) e (C) collegati rigidamente con CC r^. 

Questa proposizione è quasi evidente; essa, del resto, può essere di- 
mostrata come la precedente. 

Noi applicheremo queste due proposizioni alla costruzione dei sistemi 
articolari che realizzano una traslazione, una rotazione, una similitudine, 
una inversione, ed anche una trasformazione prodotto di due di tss/t. 

Traslatore. — Un traslatore è un sistema articolato, il quale permette 
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di descrivere in un piano una figura uguale ad una data, ma trasportata 
in un'altra posizione, in guisa che i segmenti che congiungono i punti 
corrispondenti sono paralleli ed uguali. In questo caso la trasformazione 
che si opera è una traslazione. 

SisL AB (Fig. i) il segmento che rappresenta in grandezza e di- 
rezione la traslazione, (C) e (C) due circoli corrispondenti. Supposto il 
parallelogramma ACC B articolato nei suoi vertici, e i due circoli inva- 
riabilmente coU^ti col s^piento CC\ si vede che, tenuto fisso AB^ 
in ogni deformazione i circoli restano corrispondenti. Questo parallelo- 
gramma farà parte del sistema articolato che si cerca. 

Siano ora P e P' due punti corrispondenti sui circoli. È chiaro che 
il parallelogramma CPP*C\ supposto articolato, manterrà in ogni sua 
deformazione i punti P t F in corrispondenza, quando si tenga fisso il 
lato CC\ Allora il sistema formato coi due parallelogrammi ora con- 
siderati soddisfa alle due condizioni volute dalla prima proposizione; 
quindi, tenuto fisso il lato A By il punto P' sarà il corrispondente di 
P in ogni deformazione del sistema. Si è ottenuto cosi il traslatore di 
Kcmpc. 

Rotatori. — Un rotatore è un sistema articolato, il quale permette di 
descrivere una figura uguale ad un'altra, ma girata nel piano di un certo 
angolo intorno ad un dato punto. La trasformazione che si deve consi- 
derare è una rotazione. 

Sia il centro della rotazione, C OC la sua ampiezza, (C) e (C) 
due circoli corrispondenti (Fig. 2). Supponendo questi circoli invaria- 
bilmente collegati col triangolo rigido COC\ girevole intorno ad 0, si 
vede che essi rimangono sempre circoli corrispondenti quando il trian- 
golo gira intomo ad 0. Questo triangolo farà parte del sistema artico- 
lato che si cerca. 

Siano ora P e F due punti corrispondenti di (C) e (C). Bisogna 
collegare con C OC un sistema articolato, il quale, in ogni deforma- 
zione che mantiene immobile CC'y faccia costantemente corrispondere 
sui due circoli P e P'. A tal fine tiriamo il raggio CF' parallelo a C P*, 
ed osserviamo che l'angolo PCP" è uguale a COC\ qualunque sia sui 
due circoli la posizione dei punti corrispondenti P e F, e che inoltre i 
lad del parallelogramma CF'FC sono di lunghezza costante. Allora 
segue immediatamente, che se si deforma il sistema composto del parai- 
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Iclogramma articolato CF'FC e del trûngcrio CPP'\ ixunten:ndo 
immobile il lato CC\ \ punti P t F resuno sempre punii corrispoa- 
denti nella data trasformazione. Possiamo dunque concludere, che il 9- 
stema articolato composto dei triangoli rigidi COC\ PCP" e dd paral- 
lelogramma CP** P*C soddisfa le due condizioni volute, ed è per con- 
seguenza un rotatore. 

Questo sistema articolato può essere modificato. Tirando il s^pseoio 
OW, parallelo ed uguale a C'P e CP", e articolando le tre aste OD, 
/;P, DP' in 0, A F y F\ si vede che ü triangolo Z) P' P' è uguale 
a eoe e quindi invariabile, e che questi nuovi legami non mutano 
il grado di liberti del sistema. Onde si può sostituire il parallelograxmna 
CP"DO al parallelogramma primitivo, il triangolo P"P'D al trian- 
golo COC: si ottiene cosi il rotatore di Sylvester. 

Si giunge ad una nuova forma di roatore applicando la seconda 
proposizione fondamentale. 

Sia X Tampiezza della rotazione ed il centro (Fig. 3). Sanato 
un punto P, siano (C) e (C\) due circoli che passano per P; selific- 
ciamo rourc di un angolo x intorno ad L\ essi andranno rispettivamente 
nelle posizioni (C), (C','), e il punto d*intersezione P' sarà il corrispon- 
dente di P. 

Ciò posto, congiungiamo C, e C,' con O, e immaginiamo il trian- 
golo C\ C[ girevole intorno ad O, e con esso rigidamente coll^ti i 
due circoli (C,) e (C\'). Allora, se si fa ruotare detto triangolo intomo 
ad Oy mantenendo immobili i circoli (C) e (C) corrispondenti, anche 
gli altri due circoli (C\) e (C') saranno costantemente corrispondenn; 
quindi il punto d'intersezione di (Cj e (C\') sarà sempre il corrispon- 
dente del punto intersezione di (C) e (c\). Un ragionamento identico 
si ripete, tenendo immobili i due circoli (CJ e (c*,'), e facendo ruotare 
intorno ad i circoli (C) e (C) rigidamente collegati col triangolo COC. 
Dunque, in virtù del principio stai.nlito, possiamo concludere, che il sistema 
che si ottiene articolando CP, C^Py C P\ C[P' rispettivamente in C, 
P, C, , C\ P\ C[y e i triangoli COC\ C, O C\' in 0, è un rotatore. 

Questo rotatore assume una forma molto particolare, se si suppone 
la rouzione di 180". Tal forma ù rappresentata dalla Fig. 3 bis. Quando 
P descrive una retta in un cer:o senso, P' descrive una retta parallela, 
ma in senso opposto, rispetto ad un osservatore in O e che guarda in 
una direzione parallela alle due rette. 
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Pantografi. — Un pantografo è un sistema articolato, il quale per- 
mette di descrivere una figura piana simile ad un'altra. I pantografi si 
possono dividere in due specie : pantografi-semplici e pantografi-rotatori. 
Nei primi, i punti che descrivono le figure simili sono costantemente in 
linea retta col centro di similitudine; nei secondi, le rette che uniscono 
tali punti con questo centro formano un angolo costante. 

Proponiamoci di costruire un pantografo-semplice, applicando la prima 
proposizione fondamentale. Sia O il centro di similitudine, (C) e (C) 
due circoli corrispondenti (Fi^. 4). Se si fa ruotare il segmento O C 
intorno ad O, e si suppongono i circoli (C) e (C) collegati rigidamente 
con esso, questi circoli saranno costantemente corrispondenti nella data 
trasformazione. Siano ora V ^ P* due punti corrispondenti sui circoli. 
Quando P descrive il circolo (C), P' descrive il circolo (C), in guisa 
che il raggio C F resta costantemente parallelo al raggio CP\ per con- 
seguenza, tirato il segmento PP** parallelo a CC\ si vede che esso si 
mantiene di lunghezza costante (uguale a CC\ come pure costante si 
mantiene il semento C* F\ Possiamo allora concludere, che il sistema 
formato coi quattro segmenti OC, CP^ PP'\ CP' articolati in C, P, 
C, P", soddisfa le condizioni volute dalla prima proposizione fonda- 
mentale, ed è perciò il pantografo-semplice che si cercava^ il quale porta 
il nome di pantografo di Schtintr, Evidentemente al parallelogramma 
CPP"C si può sostituire il parallelogramma CCBA^ il cui lato CA 
i di lunghezza arbitraria. 

Un altro pantografo-semplice di forma ben nota (pantografo sesti- 
btero) si ottiene applicando la seconda proposizione fondamentale. Sia 
il centro di una data similitudine, (C) e (C), (CJ e (C,') due coppie 
di drcoli corrispondenti. Al punto P intersezione di (C) e (C,), corri- 
sponde nella data trasformazione il punto F intersezione di (C) e (C,') 
(Fig. 5). Supponiamo che i circoli (C,) e (C|) siano collegati rigida- 
mente col segmento C[ ; se questo si fa ruotare intorno ad 0, i detti 
circoli restano costantemente corrispondenti, e quindi le loro intersezioni 
coi circoli (C) e (C'), i quali sono mantenuti immobili, sono anche 
sempre punti corrispondenti. Lo stesso ragionamento si può ripetere, 
scambiando le due coppie di circoli, e sostituendo il segmento OC ad 
0C[. Da dò segue, che tirando i sei segmenti OC, OC[y CP^ C^P, 
CP, C[F, e articolandoU in 0, C, C, F, C;, C^, P, si ottiene un 
sistema che soddisfa completamente alle condizioni imposte dalla seconda 
proposizione. Esso è dunque il pantografo cercato. 
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PropoiiÎ2iiioci ora di costruire un pann^rafo-routore, applicando la 
prima pr(^K>sizione fondamentale. Sia il centro di una data simiEtu- 
dine e il centro di una rotazione di ampiezza datsu La trasformazione, 
die qui si considera, è il prodono di due trasformazioni invertibili: um 
similitudine ed una rotazione di centro comune. 

Per la prima di esse (Fig. 6) al circolo (C) corrisponde il cir- 
colo (C"); per la seconda al circolo (C") corrisponde il circolo (C). 
Quindi, per b trasformazione prodotto, a (C) corrisponde (C'), ed al 
punto P di (C) il punto F di (C). Costruiamo il triangolo COC',t 
supponiamo che i circoli (C) e (C) siano rigidamente collegaü con esso. 
Se lo si fa ruotare intomo ad 0, si vede che i circoli (C) e (C) re- 
stano costantemente corrispondenti ndla data trasformazione; quindi COC 
(ara parte del sistema articolato che si cerca. Tiriamo ora il segmento 
C D uguale e parallJo a C P, e costruiamo il triangolo D C P'. Questo 
triangolo è sempre lo stesso, qualunque siano i punti corrispondenti P 
e P' scelti sui circoli (C) e (C); per cons^uenza, se uniamo Pcon JD, 
e supponiamo il parallelogramma CPDC articolato nei suoi vertici ed 
U lato ce fissato nel piano, in ogni deformazione di esso i vertici P 
e P saranno punti corrispondenti nella trasformazione considerata. Dunque 
il sistema articolato, composto del parallclc^amma CPDC e dei trian- 
goli C C, C D F y soddisfa le due condizioni richieste (prima proposi- 
zione); esso costituisce perciò un pantografo-rotatore. 

La sua forma è analoga a quella del semplice rotatore rappresentato 
dalla Fig. 2, e può anche essere modificata, come abbiamo fatto pre- 
cedentemente per il detto rotatore. Basta sostituire al parallelogramma 
CPDC il parallelogramma OB D C'y ed al triangolo OCC il trian- 
golo BPD; si ottiene cosi il noto pantografo di Sylvester. 

La seconda proposizione fondamentale ci permette di giungere ad 
una nuova forma di pantografo-rotatore. Sia il centro della similim- 
dine e della rotazione. Per la trasformazione prodotto di queste due ai 
circoli (C) e (CJ corrispondono i circoli (C) e (C|); quindi al punto P, 
intersezione di (C) e (CJ, corrisponde il punto P', intersezione di (C) 
e (CJ (Fig. 7). Costruiamo il triangolo C^OCl e facciamolo ruotare 
intorno ad O, supponendo rigidamente collegati con esso i circoli (C,) 
e (C). 

Evidentemente questi due circoli resteranno sempre corrispondenti 
nella data trasformazione, e poiché (C) e (C) sono ora immobili, anche 
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i punti d'intersezione P t F saranno sempre corrispondenti. Lo stesso 
ragionamento si può ripetere scambiando le coppie di circoli, e sostituendo 
al triangolo C, C[ il triangolo C C. Allora si conclude che il sistema 
formato dei triangoli COC\ C^OC[^ e dei segmenti CP^ C^Py C P\ 
C\ P', articolati in 0, C, P, C, , C, P', C[ , soddisfa le condizioni vo- 
lute (seconda proposizione); esso rappresenta quindi il pantografo-rotatore 
cercato. 

Inversori. — Un inversore è un sistema articolato, il quale permette 
di descrivere una figura inversa di un'altra rispetto ad un dato cerchio 
fondamentale *). 

Un inversore notevolissimo, dovuto ad Hart, si ottiene applicando 
la prima proposizione fondamentale, benché l'applicazione di essa non 
riesca cod spontanea come per i sistemi articolati precedend. Sia (0) il 
cerchio fondamentale dell'inversione, (C) e (C) (Fig. 8) due circoli 
corrispondenti. Tirando il segmento C C, e supponendo rigidamente Col- 
len con esso i circoli (C) e (C'), si vede che questi restano costan- 
temente corrispondenti quando si fa ruotare CO intorno ad 0. 

Siano ora P e P' due punti corrispondenti sui circoli considerati; 
si avrà OP.OF=^ UT', essendo K il raggio del cerchio fondamentale. 
Ma, se prendiamo sopra la congiungente PF un punto 0,, distante da 
F quanto è distante da P, è chiaro che si avrà ancora O^F.O^P=^K*. 
Tiriamo allora la retta C^C[ in guisa che l'angolo C[0^0 riesca uguale 
all'angolo COO,, e prendiamo O^C^ = OCy 0,C[ = OC. È evi- 
dente che i circoli di centro C, e C,', passanti l'uno per P' e l'altro 
per P, sono rispettivamente uguali ai circoli C q C\ q sono corrispon- 
denti rispetto al cerchio fondamentale (0,), il quale è uguale ad (0). 

Inoltre il circolo (C,) è tangente a (C) in P*, e il circolo (C,') è 
tangente a (C) in P, per cui C, giace sulla congiungente O F^ e C[ 
sulla congiungente CP. Ma, se questo ragionamento si ripete per una 
coppia qualunque di punti corrispondenti su (C) e (C'), si scorge che 
i segmenti CC\ C'C^^ C,C,', C[C restano sempre della medesima lun- 
ghezza, come anche i segmenti CP q CP\ Dunque il parallelogramma 
sghembo CC[Cfi\ supposto articolato nei suoi vertici, è tale che in ogni 



*) Il cerchio fondamentale di una inversione è il cerchio che ha per centro il 
pob e per raggio il modulo dell'inversione. 
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sua deformazione i punti P e P si mantengono corrispondenti nella data 
inversione, quando il lato CC sia mantenuto fisso. 

I>a tutto quello che si è detto risulta, che il parallegramma in di- 
scorso, ma avente in comune col piano soltanto il punto O, soddisfa 
le due condizioni richieste dalla prima proposizione; esso costituisce perciò 
un inversore. 

L'applicazione inmiediata della seconda proposizione fondamentale 
conduce subito alla forma più generale dell'inversore di Peaucellier 

(Rg- 9)- 

Sia (0) il cerchio fondamentale, (C) e (C) due circoli fx>rrispon- 
denti, (Cj) e ÇC[) altri due circoli pure corrispondenti. Al punto P, in- 
tersezione di (C) e (C,), corrisponderà il punto P, intersezione di (C) 
e (C,'). Tiriamo il segmento OC^y e imaginiamo coU^ti rigidamente con 
esso i circoli (C,') e (C,). Questi circoli restano sempre corrispondenti 
quando si fa ruotare C^O intorno ad O, e quindi saranno anche sempre 
corrispondenti le loro intersezioni coi circoli (C) e (C) rispettivamente. 
Lo stesso ragionamento si può ripetere per la coppia (C), (C'), supposta 
collegata col segmento O C. Si conclude allora, che il sistema formato dei 
sei segmenti OC, CP, PC^, OC,, C[P\ C F, articolati in O, C, C, P, 
C,, C[y P\ soddisfa le condizioni volute, e costituisce perciò un inversore. 

Questo inversore può assumere varie forme, scegliendo convenien- 
temente i circoli corrispondenti. Una forma notevole è quella rappresen- 
tata dalLi Fig. IO, la quale si ottiene facendo passare per P due circoli, 
che racchiudano nel loro interno il cerchio fondamentale. 

Proponiamoci ora di costruire un inversore-rotatore, cioè un sistema 
articolato, il quale permetta di descrivere una figura inversa di un'altra, 
ma girata di un certo angolo intorno al polo dell'inversione. Per otte- 
nerlo faremo uso della seconda proposizione fondamentale. 

La trasformazione che qui si deve realizzare è il prodotto di due 
trasformazioni invertibili : una inversione, ed una rotazione il cui centro 
è nel polo. Sia (0) il cerchio fondamentale dell'inversione (Fig. ii), 
e siano (C) e (CJ due circoli qualunque che si tagliano, (C") e (C,') 
i corrispondenti nella data inversione. Facciamo girare questi ultimi in- 
torno ad di un determinato angolo : essi andranno rispettivamente in 
(C) e (C,'). Allora nella trasformazione prodotto ai circoli (C) e (C,) 
corrispondono i circoli (C) e (C^'), ed al punto P, intersezione di (C) 
e (CJ, corrisponderà il punto P', intersezione di (C) e (C\'). 
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Ciò posto, costruiamo il triangolo OC C'y e supponiamo i due cir- 
coli (C) e (C) rigidamente collegati con esso. Se si fa girare il detto 
triangolo intorno ad 0, i circoli (C) e (C) restano sempre corrispon- 
denti; ma essendo anche sempre corrispondenti i circoli (C,) e (C,'), 
perchè immobili, segue che il punto d'intersezione di (C) con (CJ corri- 
sponderà costantemente nella data trasformazione al punto intersezione 
di (C) con (C,'). Lo stesso ragionamento si può ripetere scambiando tra 
loro i circoli mobili e i circoli fissi, e sostituendo al triangolo C C il 
triangolo OC^C[. Da ciò risulta, che il sistema formato dei triangoli 
eoe, C^OC[, e dei segmenti C^P, CP, CP\ C[F, articolati in 0, 
C, , C, P, e, P, C[ , soddisfa le condizioni richieste dalla seconda pro- 
posizione; per conseguenza esso costituisce l'inversore cercato. 

Questo inversore può assumere evidentemente forme più o meno 
r^olari, dipendenti dai circoli (C) e (CJ che si scelgono e dall'ampiezza 
della rotazione; la quale, se è di i8o°, dà luogo all'inversore formato 
dei sei segmenti C^Py CPy OE, OE^y E^ Q, EQ, articolati in 0, P, C, 
C,, Ey £, , Qy come si vede nella Fig. ii. 

Roma, marzo 1900. 

Pietro Burgatti. 



Rtmi. Circ. MaUm. PaUrmo» \. XIV (1900). — Sumpato il 28 giugno 1900. 



SULLE FUNZIONI ANALITICHE SOPRA LE SUPERFICIE 

DI RIEMANN. 
Nota di Giuseppe Vitali, a Pisa. 



Aduiunia del ^^ maggio 1900. 



I. Sia R una qualunque superficie di Riemann e 



una trascendente intera di 



Supponiamo inoltre che A sia un punto della superficie R nel quale 
la variabile principale assuma il valore a. 

Per un noto teorema *) noi sappiamo che esiste sopra la superficie R 
una funzione analitica 6^ la quale gode delle seguenti proprietà: 

1° Che essa è regolare su tutta la superficie di Riemann fuori 
che nel punto //. 

2° Che in un intorno del punto A è regolare la differenza 



-^ité^y 



3° Che 6^ ammette dei periodi costanti ai tagli a^ e b^ della super- 
ficie di Riemann. 

Nel libro « Theorie des Fonctions Algébriques, etc., par P. Appell 
et E. Coursa t. Paris, 1895, pag. 397-398 » è data la effettiva costru- 
zione di una tale funzione mediante l'espressione 



•) Vorhsungcn über Ri e m an n*s Theorie der Ah e V sehen Integrale von 
Dr. C Neumann. Zweite Auflage. 1884. Seite 465. 
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^^^ Zj ' indica l'integrale abeliano nonnale di seconda specie che nel 
^^^^to A si comporta come 



7 4- + funzione regolare . 

(^ — ^) 



Questa espressione ci fornisce una funzione 6^ che gode dell' ulte- 
^^c>re proprietà di avere nulli i periodi ai tagli a.. 

Indichiamo con 5. i periodi di questa funzione ai tagli i., la cui 
espressione è data anch'essa nel libro citato di Appell e Goursat. 

Poi consideriamo un punto B della superficie R e poniamo che gli 
Ordini mancanti in B siano 

k k k 

Allora siamo certi che indicando con ç* (B) il valore della derivata 
j^csimâ jçUa nota funzione (f. *) al punto 5, il determinante 

?Ì'-'(5) 9'rXB) . . . (pÌ^-(B) 

?!•-(£) f'rXB) . • • f'rXB) 



A (5) = 



?;■-(«) 9'rxB) ■ ■ ' 9'rXB) 

è diverso da zero. 

Dunque il sistema d'equazioni 

\9\'-XB) + \frXB) + . . . + \9'rXB) = B,, 



\frxB) + \9''rxB) + . . . + \9''rxB) = b^, 

è risolvibile. 

Se >►, , Xj , . . . ^. sono i valori che risolvono questo sistema, la 



funzione 



^n 7»-i 



0^' = S(T=ì)! ^^'+ (^'^ì-'"' + ^»^*" + • • • + \zm 



*) A scanso d'equivoci osservo che con «p, , ^a . . • . <p^ indico le derivate degli 
integrali abeliani normali che il B r i o t nella sua « Théorie des fonctions abdi^^nn^s » 
indica con u^, ti^ , ... Up, 
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è senza periodi e non lia altre singolarità che un polo in £ e una sm- 
golarità in A^ tale che 

è regolare in un intorno di A. 

2. Supponiamo che la superficie R che si considera âa ad m fog^. 

Se w è una funzione algebrica irreducibile sopra questa superficie, 
qualunque funzione v analitica nionodroma sulla superficie R si può met- 
tere sotto la forma: 

dove 

*o> *i> *a» • • • *«i-.i 

sono funzioni analitiche monodrome nel piano e viceversa. 

Naturalmente la v avrà al più le sue singolarità dove le ha b «/ e 
nei punti di i? in cui la variabile principale ha i valori che ha b varia- 
bile del piano nei punti di singobrìtà delle 

*o> *i> *a> ' • • *«-.i" 

3. Consideriamo b funzione Q^^ del n° i. Per ciò che si è detto 
nel n° 2 si può porre 

QaB= «o + «1«^ + «.«^' + • • • + «— .t^""" 

con 

*0> *I> *2> • • • *-.-I 

funzioni analitiche monodrome del piano. 

Queste funzioni saranno manifestamente sviluppabili per serie di 
Laurent in un intorno del punto :^ = a. 

Indichiamo con 

*0> *I> «2> • • • «--, 

le parti di questi sviluppi procedenti per potenze negative e con 

«»" «r" /ir" ^" 

*0> *1> «2> • • • «--, 

le parti che procedono per potenze positive di ;^ — a. 
Le 



saranno trascendenti intere di 



I — a 
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La funzione 

è una funzione analitica monodroma della superficie j? ed ha le sue sin- 
golarità tutt'al più nei punti in cui la variabile principale assume i valori 
che assume nei poli di «; e nel punto A. 
Indichiamo con 

le m determinazioni di w sopra gli m piani che costituiscono la super- 
ficie R e supponiamo che il valore a sia diverso dai valori che assume 
su ü la variabile principale nei poli di w e nel punto B. 
In questa ipotesi le 

sono regolari in :^ = a e quindi in un intorno di ;( = a si sviluppano 
in serie di potenze positive di (:( — a) che indicheremo con 

1?,, 1?,, ... R^. 

Allora negli intorni dei punti di J? in cui la variabile principale as- 
sume il valore a, la funzione 

Qab- Qa 
si comporta come 



e quindi è regolare in tutti i punti della i? in cui la variabile principale 
ha il valore a. 

Ma la Q^ß è regolare in tutti questi punti tranne che nel punto A 
dove si comporta come 

y ^ ì^-^ -}" funzione regolare . 

Segue il teorema: 
Se: 

i"" XV t una funx}ont algebrica irreducibile sopra una qualunque super- 
ficie R di Riemann ad m fogli; 

2"* A è un punto di questa superficie nel quale il valore a della va- 
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riabilô principale è diverso dai valori a^stttüi da questa variabile nd 
poli di tu; 



'-(rb) 



è una trascendente intera di 



l — a 

esiste una f unisone analitica monodroma su R, che nel punto A si comporta 
come 



ÌT^h 



funzione regobre. 



che è altrove dappertutto regolare, ecce:^ion fatta al pia nei poli di Wytu» 
è data da un'espressione 

nella quale le 

sono trascendenti intere di . 

I — a 

4. Siano 

A À À 

I > ""a > • • • ""il > • • • 

infiniti punti delb superficie K aventi un unico punto limite L, ed indi- 
cliiamo con 

a ^ a ^ . , * a ^ , , , 

i valori che la variabile principale assume in quei punti. 
Siano poi 

^,> G^y ... G^, .., 

delle trascendenti intere arbitrarie di 

I I I 

.^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 



l — ^i 1 — ^2 

Supponendo che nessuno dei punti A^ sia equivalente ad un polo 
di tu ed al punto L, noi possiamo, per il teorema del n° 3, costruire sopra 
R una funzione v^ che si ccmporti nel punto yj^ come 

G„ -f" funzione regolare , 

che non abbia ulteriori singolarità che nei punti che sono poli dì w q 
che si possa mettere sotto la forma 
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con 

I 



Ä-. ^ , «- . • Ä- - • . . . *„^«_, 



trascendenti intere di 

l — ^n 

Ora come dimostra il signor Mittag-Leffler, supponendo clie 

non vi siano tra i punti A^ degli equivalenti fra loro, noi possiamo 

costruire delle funzioni analitiche monodrome del piano, clie indiclieremo 

con M,. (j = o, I, 2, ... m — i), clie nei punti ^ = a^ si comportino 

come 

a^ . -f- funzione regolare 

e che siano fuori di questi punti regolari, eccezion fatta pel loro punto 

limite. 

La funzione 

Û = M^ + M,«/ + M^w' + . . . + M^^w"^' 

e una funzione analitica sulla superficie R che si comporta nei punti A^ 

come 

G^ -f" funzione regolare, 

ed altrove è sempre regolare, eccezion fatta pei punti equivalenti al punto 
L e pei poli di «/, nei quali la Û può avere delle singolarità essenziali 
isolate. 

Questi punti sono in un numero finito. 

Indichiamo questi punti con 

jlii) A2) Mr) 



con 



a''\ a''\ . . . d'' 



i valori che ha in essi la variabile principale e con 



le trascendenti intere di 

I 



che danno la singolarità della funzione Û nei detti punti. 
Indicando con 

Ô., e,. ••• Qr 

delle funzioni analitiche monodrome sopra R che si comportino rispetti- 
vamente nei punti 

J(i) J(2) Air) 

ZI, ZI, ...ZI 
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come 

G, -}- funz. reg., G, -}- funz, r^., ... G^ + f^"^- ^^• 
e che non abbiano inoltre altre singolarità che un polo nel punto L, le 
quali funzioni noi abbiamo visto che si possono costruire, la funzione 

« = u-ö.-ß,- .--a 

gode della proprietà che nei punti 

si comporta come 

G, -}- funzione regolare, 

è monodroma su ^ ed è fuori dei punti A^ e del punto L dappertutto 
r^olare. 

Cosi risulta dimostrato un celebre teorema del sig. Mittag-Lef- 
fler, generalizzato per le superfìcie di Riemann. 

Potrebbe darsi che alcuni dei punti A^ fossero equivalenti ad L o 
ai poli ài w o anche fra loro, ma supponendo sempre che L non sìa 
un punto di diramazione, questi punti sono in numero finito. 

Escludendoli dapprincipio noi arriveremo dapprima ad una funzione 
come X che manca delle singolarità fissate in questo numero finito di punti. 

Pi^rchè acquisti anche queste singolarità, basterà aggiungere un ugual 
numero di funzioni analitiche e monodrome di R^ che abbiano rispetti- 
vamente queste singolarità in quei punti e un polo in L. 

Infine quando L fosse un punto di diramazione e fra i punti ve ne 
fossero infiniti sistemi di equivalenti, noi potremo spezzarli in un numero 
n ^m di gruppi non contenenti punti fra loro equivalenti. 

Costruiremo per ciascuno di questi gruppi una funzione monodroma 
di R che abbia nei punti del gruppo le date singolarità e che sia altrove 
regolare, eccetto che nel punto L. La somma di queste funzioni godrà 
della proprietà di essere monodroma su i? e di non avere altre singo- 
larità che una in L e quelle fissate nei punti A^ *). 

Pisa, maggio 1900. 

G. Vitali. 



•) Un'altra dimostrazione del teorema di Mittag-Leffler esteso alle superficie 
di Riemann si trova nella Memoria del signor Appell: Sur Ics fonctions unifor- 
mes d'un point analitique. (Acta Mathematica, t. I, pp. 109-131). Essa è una genera- 
lizzazione del processo che si segue nel caso del piano. 



SUI LIMITI PER « = 00 DELLE DERIVATE ^" 
DELLE FUNZIONI ANALITICHE. 
Nota di Giuseppe Vitali, in Pisa. 



Adanftnsa del 27 maggio 1900. 



I. Io mi propongo di vedere se esistono delle funzioni analiticlie 
che ammettano in un punto regolare a distanza finita un limite finito 
della derivata n"' per n tendente all'infinito. 

Per questo suppongo che /(;() sia una tale funzione. 

Senza mancare alla generalità posso supporre che il punto nel quale 
essa ammette il limite della derivata «■*• per n tendente all'infinito sia 
l'origine. 

Indico poi con a questo limite. 

La /(;() esisterà certo in un piccolo intorno C di :^=o e in questo 
intomo si avrà: 







/« = $"■»!■ 






Ora poiché 












^=l-r,. 






è 




r^L=- 






e quindi a, 


, tende al limite determinatole finito a. 






Segue 


che esisterà 


un numero reale e positivo 


A abbastanza 


grande 


per cui 




kl^^. 






qualunque 


sia tt. 








Rmd. Circ. 


M»ìem. PiiUrmo, 1 


;. XTV (1900). — Sumpato il 28 giugno 1 


900. 
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Dunque h serie 

è convergente in nino il piano, ossia h /(^ è una trascendenti: intea 
2. Ê poi 

Ma poiché 

lim Ä, = fl , 

si può trovare un n tale che per ogni n' maggie o uguale ad ii si abbìi 

K' — ä|<«» 

essendo e una quantiti piccola a piacere. 
Per qudl'if si ha 

7(0 



n 



— ae' 



<««W. 



di' 
Dunque per ogni ^, col crescere abbastanza di », la differenza 

si può rendere piccola a piacere e quindi per ogni :^ 

ossia 

—00 di^ 

Riassumendo : 

Insistono infinite fun:^ioni analitiche che ammettono un limite finito pd 
valore della derivata «""* in un punto regolare col tendere di n all'infinito. 
Queste funzioni sono trascendenti intere particolari ed ammettono un limite 
per la derivata ;/"'• quando n tende all'infinito per ogni punto finito. Questo 
limite costituisce una funzione della forma ae'\ con a costante finita. 

3. Da quanto precede risulta: 

5^ pia funzioni analitiche in numero finito 
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ammeiiono i limili delle loro derivale n"^ per n eguale all'infinilo e questi 
Umili sono 

a e^ ^ a e^ ^ , . , a e^ ^ 
la funTiione 

ammette pure il limite della derivala n"* per n tendente all'infinito^ e questo 
limite è 

(^. +^a+ ••• +^^)^'- 

4. Lemma. — Siano 

due successioni semplicemente infinite di numeri complessi tendenti rispetti- 
vamenle ai limiti finiti a e b. Se h e k sono due nutneri reali positivi, la 
espressione 

(* + h)' 

tende per n uguale all'infinito al limite ab. 
Dimostrazione. Siano 

9oy ?,> ••• 9ni ••• 
le successioni dei rispettivi moduli e 

Vo, \, ... V,, ... 

quelle degli argomenti dei termini delle date successioni e infine siano 

P> qy V-y ^ 
i moduli e gli argomenti di a e &. 

Supponiamo che [t -f- v sia compreso fra o e — ice — esclusi ). 

Poniamo quindi 

". = ^. + '0. 

con P, e Û, reali. 
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Si ha 



(A + i)- P. = 2] ( " ) />. î._. h' k'-' cos ({., H- v._.) 

+"X'"( " )p.9.-.h-k'-'cosi,s., + v._,). 

Ora osserviamo che pel fatto che p,, y^, [a^, v^ tendono ai limiti 
determinati /> , ? , [^ , v e poiché o<[[A-f->'< — >è possibile determi- 
nare w' ed w' in guisa che per n ]> «' ed m ]> m' sia sempre 

o < f^« + ^«. < -7 

e 

!/>.?-. cos ([X, + vj — /)^cos((t 4- v)|< t, 

essendo e una quantità prefissata piccola a piacere. 
Indichiamo brevemente con P l'espressione 

/)ycos(f^ + v), 

che per Tipotesi fatta è essenzialmente positiva. 
È manifestamente per tali n' ed m' 

\ o n—m'/ ^ ' w^-H ^ ^ 

ih + ky 
< (k + ky 

e, indicando con P^ il primo membro di questa disuguaglianza : 
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Si ha pure analogamente 

p:>p-., 

dunque 

ii^-pi<.. 

Ë poi, indicando con Af un valore più grande di tutti i p^ e di 
tutti i q^ : 

(É+ J ){"yl^-'[p.q,-.cos(^., + v_) -/.^cosCt + v)] 



(h + ky 
^ (b + ky 

ma per If abbastanza grande supposto m'^n' ck'^h, essendo «' + m' -f- 2 
i termini della sommatoria (/^+y^)( j^' *"""'> e per « abbastanza 

grande ed 5 ^ m' essendo ('')^(^,)< «"•', si ha 



2M'(H>4-m'4-2)«'-' 



(* + *)" ^ (/» + *)• 



e poiché 

fe + fe 
- * 



t,7hTW = ''- 



Dunque si può fissare un n tanto grande che da esso in poi sia 
pure 



<e 
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Segue che da un n in poi è 

\P,-P\<2t 

e quindi che P^ ha col crescere di n un limite che è P. 

In modo del tutto analogo si prova che Q^ ha per n = oo un li- 
mite Q dato àz pq sen (fit -f" v). 

Dunque anche Q^ ha un limite per n tendente all'infinito ed è 

lim û^ = P + i ß = pq[cos ((t -f- v) + isen ((t + v)] = ab. 
Se poi [A 4" ^ ^^^ è compreso fra o e — ^ , ci possiamo sempre ri- 

2 

durre a questo caso moltiplicando per esempio le 

per un conveniente e^ tale che essendo v' = v-f-Ö, sia o<;[A-f-^'<— • 

Indicando con ü'^ la 12^ costruita per le due successioni 

a,, a,,. ... fl., ... 

b^t , b^e , ... b^e , ... 
si ha 

lim ül = abe^^. 

Ma 

dunque 

lim Q^z= ab. 

Cosi è dimostrato completamente il lemma. 
5. Siano 






(»0- 



".=p.^ 



due funzioni che ammettono il limite della derivata w™^ per n = 00 ri- 
spettivamente rispetto ad h^i G 2i k:(^. 
Allora le successioni 

ammetteranno dei limiti a e b che supponiamo tutti e due finiti. 
Indicando con 
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k derivata w"' del prodotto v, v^ rispetto a :(^ nel punto ;( = o, si ha 



donde 



,.,.=tu.K''+f)^)r 



Ora supponiamo che fc e jfe siano reali e posidvi. 

Si ha 

ìmìil^ = ab. 

«aaOO 

Segue che la fun^^ione v^ v^ ha il limite della derivata «"' rispetto ad 
(è 4" '^)^ P^ « =: 00 tutte le volte che b e k sono reali e positivi e questo 
limite è il prodotto dei limiti delle derivate «°** di v^ e v^ rispetto ad 
h:^ e k:^. 

È poi evidente che la cosa sta anche se Ä e i sono numeri com- 
plessi collo stesso argomento. 

6. Si potrebbe domandare se il teorema precedente vale anche quando 
h Q k sono numeri complessi con argomenti differenti. 

Ora dimostriamo che sq h q k non hanno lo stesso argomento, esi- 
stono sempre dei casi in cui il teorema non vale. 

Perciò indichiamo con h q k stesse i moduli dì h e k t con 9 e 9 -f" ^ 
i loro argomenti rispettivi. 

Si ha 

Ora poniamo 

a^=z 1 (« = o, I, ... 00) 

e 

à^ = o + e K , ^ . (» = o,i, ...00) 

Abbiamo 



2:(;)fe' *-'.""-"« ±{iyk'-' 



h + ke"^ 



"" = * - — ÂTzrrjisv H 



ü» + i 






*► -»^rrAii 



irv^m 



• irr - t-t- 

It — Ji = -i- 



Canâaàana:: 

5r 

»,, T„ ... ff, 

oi«;^ 7 'KcriraB '»"'^-f' Â AOKSntf /or • = ac tl fiante delk Jora 



:a:if I^ r-.w zix h.y tf, , - - . ff , ài«Mj /; j sUssi argomenti, t questo UmiU 
e u pr:dxt: iiZe SeriziSU «** per « = » dilu 

^ ^if D^y ' " h^ mn hanno b stesso argomento, può non sussistere 

la cosa, 

Pisa, maggio 1900. 

G. Vitali. 



SUR LA REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DES FONCTIONS 
D'UNE VARIABLE RÉELLE. 

Par M. 0. Mittag-Lefflep, à Stockholm. 

(Extrait d'une Lettre à M. Emile Picard). 



Adunanza dd 34 giugno 1900. 



Dans vos « Lectures on Mathematics » à la « Decennial Celebration 
de « Clark University » vous parlez (p. 214) des différentes méthodes 
d'arriver à ce théorème de Weierstrass *), que chaque fonction réelle 
continue dans un intervalle fini peut toujours être représentée avec chaque 
approximation voulue par un polynôme. 

Vous parlez de votre propre démonstration si élégante **), ainsi 
que d'une autre de M. Volterra ***). Je me permets d'appeler encore 
votre attention sur une démonstration qui doit être antérieure tant à la 
vôtre qu'à celle de M. Volterra. Elle est de M. Runge et se trouve 
dans son mémoire : Ueber die Darstellung willkürlicher Functionen^ que 
j'ai publié dans le tome 7 de mon journal +). 



*) Ueber die analytische Dar stellbar keit sogenannter willkürlicher Functionen einer 
rulUn Veränderlichen, Erste Mittheilung. (Berliner Sitzungsbericht, 1885, P« 324). — 
Traduction Lau gel, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4* série, t II 
(1886), p. 109. 

••) É m i 1 e Picard, Sur la représentation approchée des fonctions [Comptes 
Rendus, t. CXII (1891), p. 183]; TraiU d'Analyse, t. I, p. 258. 

♦♦♦) Vito Volterra, Sul principio di Dir ichlet [Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, t. XI (1897), pp. 83-86]. Encore une autre démonstration a 
été donnée par M. Lebesgue [Bulletin des Sciences Mathématiques, 2* série, 
t. XXn (1898), p. 278J. 

t) Acta Mathematica, t VII (1885), p. 387. 

Rtnâ, Cire. MaUm. PaUtiho, t. XIV (1900). — Sumpato il x6 luglio 1900. 38 
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M. Runge se sert, pour la démonstration, de la fonction 

I 
i - 
qui a la propriété 

|x| > I 

C*est avec une modification sans importance la même fonction et 
la même propriété dont s'est servi antérieurement M. Tannery*) 
pour obtenir un autre théorème de Weierstrass **) qu'öw peut tou- 
jours former une série 







I 


+ *•"' 


lim- 


I 


V' 


= i; 


lim - 


I 
1 


3" 


= o; 



5- 



où les -R»(x) sont des fonctions rationnelles de x, telles que la série posstàt 
les propriétés suivantes : 

K^'\ K^^\ . . . K^'^ étant, dans le plan des x, r cercles différents 
qui n'ont aucune partie commune^ elle représente dans chacune des r'\'i 
régions différentes limitées par ces cercles une fonction différente *^). 

n est vrai que M. Runge démontre seulement qu'une fonction 
réelle continue quelconque peut toujours dans un intervalle donné être 
représentée avec chaque approximation voulue par une fonction ration- 
nelle^ mais il a lui-même indiqué autre part t) comment il est possible 



•) Voir: Remarques sur quelques points de la théorie des fonctions analytiques, 
par M. Weierstrass; traduction de M. J. T a n n e r y [Bulletin des Sciences 
Mathématiques et Astronomiques, ir série, t. V (i88i), pp. 181-183]. — Weier- 
strass, Werke, Bd. II, pp. 231-233. 

♦•) Renmrques, etc., p. 177. — Weierstrass, Werke, Bd. II, p. 219. 

•••) Dans des publications récentes il paraît qu'on a un peu oublié que cette 
proposition tout-à-fait fondamentale a été mise pleinement en lumière dans le mé- 
moire de Weierstrass. 

f) Zur Theorie der eindeutigen atialytischen Functionen [Acta Mathenutica, 
t. VI (1884), p. 236 J. 

Je trouve sur ce sujet parmi mes papiers un article de M. P h r a g m é n, de 
Tannée 1886, ainsi conçu : 

« In den Sitzungsberichten der Akade.iiie der Wissenschaften zu Berlin, 1885 
Juli, hat Herr Weierstrass die folgenden beiden Sätze bewiesen : 

« Satz B. — Ist /(x) eine stetige Function der reellen Veränderlichen x und wird 



sc» LA »EFIÉSECTATH» ASULTHOPE OBS FOWCTIOHS» ITC 219 

d'exprimer dans an mterrzBe doonè one fboaioa rxtkxmdk avec chaque 
approximatioa vookie par un polynôme. 



X auf irgend ein emJlkbts ImUrvall ittsckriait, so ïâsst sick amf mtmmigfiUige Wâsê 
eim GASZE RATIONALE FaotOim GQx) btstimmém, «ndcàr n itm feStftstt^Um /«ùr- 
valu häidbig XL'jmii van Jtr Fsutctiom f(x) Vérsckitàiu ist *. 

« Satz D. — 1st /r» eâu Fmmcticn iar mmfÊiAtm^ Btsckgfeuhât, mdcbi iit 
rulU Periode 2C btsit;f, Sif làsst sick m/ w^smmgfûlH^e Wtis€ eim GA^OE »ATIOKAIE 

Function dir Fumcticmm C35 mmd sin h ë s tiwÊ m tu, vsdcke fmr alU redU fFertkt 

ce 

dsr Verâmd^licbem x htUeki^ vwi^ vcu /(x) vtrxkitim ist «. 

« Aus (fiesen Sâtzm folgen aic i iiifirft M r (fie Sitze cber & DusteSnng der Fmc- 

tkmen der genannten Besdiafienheir in der Fònn girifhuKs^ axnergprcnder 

Reihen, deren GSeder ganze taâcioale Fnoctîocien Ton x, resp. ran cos — and 

sin — smd. 

c 

« In dem siebenten Bande der Acta Mathentatîca hat non Herr Ronge den 
ersten dieser Sitze aof sdir einfache W«3se in so fem bewiesen, dass er geze^ 
hat, dass man eine rationale Foncâon R^x) &aden kann, welche das Gewünschte 
leistet A.n Schhssse seines Ansatzes b e m e tit Herr Range, dass man nach einem too 
ihm in Acta Bd. 6 (in dem Aofutz Ztsr Tburid itr eimdeutigem an^ytisckem Func^ 
tiomn) gegebenen Satze & Fom (fieser latioaakn Fonction aof mannigfache Weise 
vereinfachen kann 

« Er scheint jcdodi dabei Sietscfaen zn haben— oder wahrscheinfich hat er daxaof 
kein Gewicht gdegt — dass man (fie lationak Fonction o. A. auch mit einer ganzen 
ersetzen kann. 

« In der That, der ciane Satz cks Herrn Range besagt, dass wenn eine ra- 
tionale Fonction g^äi e n ist, deren sâ.-nmtfiche UnendfidtkeitssiBflen innerhalb eines 
gewissen zasamrnenhangeiiden Bereiches fi^en, ond wenn man in dem Innem (fieses 
Bereiches eine befieb^e StdlSe fes&etzt, man stets aof mamdgfacfae Weise eice latîo- 
naie Function fÎTidm kann, wJdic nor anf der fts^esetzten S&elle minkfltrh wird 
und ausserhalb des betzachaeten Berdcbes befieòfg wenig ron der gegdienen Func- 
tion verschieden ist. In onscrem Faü non ^leòt es einen zosammenhii^enden Bereich, 
weicher der Bedingung enrspikht, dass (fie Unen^fichkriifsslrnfn der Foocâon R(x) 
und die SteSe xz=sg JonerhalH, das gegebene redle Intervall aber aosserhalb dessel- 
ben liegt Man kann also (fie gefondene Foncâoo R(x') dardi eine andexe ersetzen, 
wddie nor für x^ac nnendfcrh wird, (L h. dordi eine fum^e rationale Fonction 
G(x). Ist (fie geg e b en e Fonctkn /(x) xeel, so ist der reelle Thcil ron G(x) eine 
^an^iC rationaie Fonction, welche auch das Geforderte leistet. 

« Wollte man (fieses Resdtat direkt hcrieiien, so kôontc (fies am einfachsten aof 
|lie folgende Weise geschehen. 

« Die latonale Fimciâon R(x\ wie »e Herr Ronge bestimntt, ist eine iccCe 
Function and kann nnr for LTMggiifc Werme voa x nnfndfich werdcnu Mao kum 
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Je me permets, enfin, de vous conmiuniquer une nouvelle démon- 
stration que j'ai donnée dans mon cours ce qui me parait ctre plus aè- 
mentaire que toutes les autres démonstrations qui ont été proposées. 



« also schreiben 

Ä(x) = ^(x)+r(x) + r'(x) 

« wo g(x) eine ganze rationale Function ist, r(x) eine rationale Function, deren singo- 
« lire Stellen sämmdich oberhalb der redien Axe Hegen, und H(x) die ratioiule 
« Function, weldie man aus r (x) erhält, wenn man aDe Coeffidenten im Zahler und 
c im Nenner mit ihren con^ugirten Grossen vertauscht 

c Es ist nun immer möglich eine Stefle x^ unterhalb der redien Axe so zu 
« Wahlen, dass wenn man um x^ mit angemessenem Radius dnen Krds beschreibt, das 
« gegebene reelle Intervall innerhalb, die singularen Steflen von r(x) aber ausserhalb 
« derselben fallen. Dann kann man r(x) in dne Potenzreihe nach ganzen positiven 
« Potenzen von ( x — x^ ) entwickdn, wdche in diesem Kreise gldchmâssig convergirt. 

« Man kann also aus der Summe einer hinrdchend grossen Anzahl von GHedera 
« dieser Reihe eine ganze raôonale Function b(^x) bilden, wdche in dem betrachteten 
« Kreise und also auch auf dem gegebenen Intervall beliebig wenig von r(x) ver- 
« schieden ist Ist fc'(x) die conjugirie Function von fc(x), so ist 

|^(x) - r'(x)| =z |fc(x) — r(x)|; 

« also bt die ganze Function 

gCx) + b(^x) + h'(x) 

« von der rationalen Function R (x), also auch von der Function /(x) beliebig wenig 
« verschieden. 

« Den zwdten, oben citirten Satz des Herrn Weierstrass hat Herr Runge 
« in seinem Aufsatze nicht besprochen. Es ist aber auch dieser Satz dne unmittelbare 
« Folge aus den von Herrn Runge bewiesenen Sätzen. Herr Runge zdgt nämlich, 
« dass wenn cpf«) dne stetige Function der reellen Veränderlichen u ist, wdche für 
« M = ^ 00 dnen besiim;nten Grenzwerth besitzt, so kann man die rationale Function 
« R(u) so bestimmen, dass sie s:ch für alle reelle Werthe von u beliebig genau an 
« (p(t/) ansdiHesst 

« Setzen wir jetzt u = tang — , so wird die periodische Function f(x) im 

« zwdten Satze des Herrn Weierstrass zu einer dndeuiigen und stetigen Function 
« 0. (m), wdche für « = ^00 sich dem Werlhe /(c) nähert. Es giebt also eine Function 

« ä(m) = Ä I tang- — I, welche beliebig wenig von fix) verschieden ist. Diese 

« Function wird für keinen reellen Werth von w, also auch für keinen reellen Werth 
« von X unendlich. 

— 1 — 7 

« Setzt man ^ = <; ^ , woraus u = i folgt, so geht R («) in eine ratio- 

« naie Function der Veränderlichen i über, welche sich in einem von zwei concen- 
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L'expression limite 

Umx.(x), 
où 

et X déagne une variable réelle plus grande que — i, possède évidem- 
ment les propriétés suivantes : 

ii'nx.W = — i; Jf<o 

limx.(x) = o; x = o. 

J'entends maintenant par F(x) une fonction de la variable réelle jc, 
qui reste réelle et continue dans Tintervalle 

n est toujours possible d'interpoler entre ât et & les points 

de telle manière que la fonction F(x) est représentée, avec une approxi- 
mation voulue, par la ligne polygonale qui est dessinée par les lignes 
droites successives *) 

F,(x) = Fia^.) + [FM - Fia^,)]~^ 

U^ M|fc— I 

'(4=1, 2, ...r+i' 



« tnschen Kreisen begrenzten Gebiete regular verhält. Man kann sie daher ab eine 
« Summe zweier Functionen darsteUen, von denen die eine innerhalb des äusseren, 
« die zwdte ausserhalb des inneren Kreises sich regulär verhält. Die erste kann im 
« ringförmigem Gebiete beliebig genau durch eine ganze rationale Function von 

X TZ X Tt 

ff 7 = cos 1- 1 sin , die zweite durch eine eben solche Function von 

I XTS . . xi: 
— = cos 1 sm — 

l c c 

« dargestellt werden. 

« Wollte man die Entwickelbarkeit von R I tang I in eine trigonometrische 

ff Reihe als bekannt voraussetzen, so könnte natürlich der Beweb noch ein wenig 
ff kürzer gestaltet werden ». 

•) Cette remarque a déjà été faite par M. Runge dans son mémoire « Ueber 
du DarsUUunj^, etc. ». 
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A cause des propriétés que j'ai indiquées pour la fonction x«(^)> 
cette ligne polygonale, n étant pris suffisamment grand, est représentée 
avec chaque approximation voulue par l'expression 

qui n'est qu'une fonction entière transcendante de la variable x. Cette 
fonction peut donc toujours de son côté, dans l'intervalle a ^x Z-h^ 
avec chaque approximation voulue, être représentée par un polynôme 
en X. Donc: 

Sóli f(x) dans VinXtrvaWt a ^x ^h une fonction réeUe et cotitinue 
de la variable réelle x. Soit encore X une quantité positive si petite qu'elle 
soit. Il existe toujours un polynôme en x, soit G(x), tel que la différence 
F(x) — G(x) dans l'intervalle a ^ x ^b soit en valeur absolue plus 
petite que K 

Cest le théorème de Weierstrass qu'il s'agissait de démontrer. 

Vous voyez que la même méthode peut être employée pour obtenir 
le théorème analogue pour une fonction de plusieurs variables. 

J'envisage, pour simplifier, une fonction de deux variables seulement. 

Soit donc F (x, y), pour le domaine 

A<:a^x^b<:B, A' <:a' ^y^y <:b\ 

une fonction réelle et continue des deux variables réelles x et y. H est 
toujours possible d'interpoler dans le domaine des x entre a qi b les 
points 

de telle manière que la fonction F(x, y) pour tous les y appartenant 
au domaine a* ^y Z-V soit représentée avec une approximation voulue 
par la ligne polygonale 

f,(x, y) = Fia^,, y) + [F(a„ y) - F^a,.,, )')]f^=^ 

öji_, ^x Z.a^ 
I (A = I, 2, . . . r -f I ( 

Cette ligne polygonale est représentée d'un autre côté avec chaque 
approximation voulue par l'expression : 
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Cette expression de son côté peut toujours être représentée, avec 
chaque approximation voulue, par la fonction 

-\-T^[Fx(x, y) - F,..(x, ^)]^.„(|^), 

où g^^ (x) désigne la somme des m premiers termes dans le développe- 
ment de x«W suivant les puissances de x. 

La fonction F(x, y) est un polynôme par rapport à x. Elle est, 
pour le domaine ä' ^y ^ b\ une fonction réelle et continue de la va- 
riable réelle y. On peut donc la représenter avec chaque approximation 
voulue par le polynôme 

Gix,y) = \[FXx,y)^F,^X^,y)\ 

+ -^Y^FXx, y) - f,..(x, :y)k.'.„{^£^). 

où 

«ii-i ^y ^"'v. 

' |x = I, 2, . . . , r' + I ' 

les 

étant choisis d'une manière convenable, et f^,^, (}') désigne la somme des 
m* premiers termes du développement de Xn'O) suivant les puissances 
de y. 

Donc: 

Soil F (x, y)y dans le domaine aZ.x Z.hy a^* ^y ^h\ une fonction 
réelle et continue des variables réelles x et y. Soit encore X une quantité 
positive si petite qu'elle soit. Il existe toujours un polynôme en x et y, soit 
G(x, y)y tel que la différence f (x, y) — G(x, y) dans VinUrvalle 

aZ,xZ,h, a' Z,y Z,b' 

soit en valeur absolue plus petite que S *). 



*) Il paraît que vous êtes le pre;îiier qui a publié une extension du théorème de 
Weierstrass à plusieurs variables {voir votre cours, tome I, page 263). W e i e r- 
s tra s s indique pourtant qu' il n* y a pas de difficulté de faire une telle extension 
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Vous trouverez bientôt dans un mémoire très-important de M. H elge 
von K och sur les nombres premiers *) une autre application de la fonction 
discontinue x«W* 

Nous avions eu, M. von Koch et moi, indépendamment l'un de 
Tautre, Tidée d'employer cette fonction dans deux problèmes bien dif- 
férents. 

Djursholm, avril 1900 

G. Mittag-Leffler. 



[Ueber dU analytische Darstàlharktit, etc. Zwdte Mittheilung (Sitzungsber. der Pr. 
Akad. der Wiss., 1885, p. 457)]. Il donnait cette extension dans son cours à Berlin 
Tannée 1884. Il employait pour y arriver, au lieu de Tintégrale simple 

l'intégrale multiple 

*) Comptes Rendus, t. CXXX (1900), pp. 1243-46. — Acta Mathematica, 
t. XXIV. 



SULLE FORMOLE PER LA COMPOSIZIONE 

DI PIÙ MOVIMENTI FINITI 

Memoria del Dr. Mattia Pu g lisi, in Ccfalù. 



Adunanza del 24 giugno 1900. 



n Prof. R. Marcolongo nella sua Memoria *) « Formule per la 
composizione di pia movimenti finiti », ha enunciati alcuni teoremi e date 
le formole generali per la composizione di più rotazioni intorno ad assi 
concorrenti o no, e per la composizione di più mod elicoidali. Sebbene 
sia di volo accennato al metodo che ha servito alla ricerca, le dimostra- 
zioni in generale mancano. E poiché la dimostrazione di alcune formole 
non è agevole, cosi in questa Nota mi propongo studiare in modo partico- 
lare il lavoro. del Marcolongo, dando le dimostrazioni dei varii teo- 
remi e delle formob, qcc. 

Per agevolare la lettura del presente lavoro, riporto per intero le 
a Nota:^ioni y> che il Marcolongo premette nella sua Memoria, cer- 
cando di dare la formola generale di qualche notazione. 

Notazioni. 

Ogni retta uscente dall'origine degli assi (raggio) è individuata dai 
tre coseni degli angoli che essa forma cogli assi; ogni altra retta (asse) 
è individuata da sei coordinate omogenee e cioè dai suoi coseni direttori 
(*> P> t) ^ dai suoi tre momenti (X, (x, v) rispetto agli assi coordinati, 
definiti dalle: 

X = Y)f — p;C, (x = a;c — yx, v = ßjc — ajf. 



•) Annali di Matematica pura ed appKcata, t XXVI (1897). 

Rèmi. Circ. iùUtm. PaUrmo, t. XIV (1900). — Stampato il 17 luglio 1900. 29 
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dove Xy y y ;( sono le coordinate di un punto qualunque dell'asse trak 
coordinate omc^enee hanno luogo le due relazioni: 

«' + P' + Y'=i; «X + p,x + Yv = o. 
Dati n assi (raggi) distinti, che indicheremo coi simboli A, , i,, ... i,, 
accenniamo con 

(*r*,)» [KK] (r<s). 

rispettivamente: il coseno dell'angolo formato dai due assi i^ e i, edil 
sestuplo volume del tetraedro che ha per spigoli opposti due segmenti 
egiuli ad uno sui due assi, doè il momento dei due assi; per modo che: 

(^kX) = cosa*.) = «,a, -I- p,p. + Y,Y.. 

[KK] = «,\ + Prf^. + Y,\ + ^X + P.^ -\-t.\- 

Poniamo ancora per compendio : 



«i Pi ti 












«, Pr Y, 


9 


«. P. Y. 




(i<'-<i) 


\ f*i \ 




'i Pi Yi 




«i P* Y. 




«, P, Y, 


+ 


^r 1*, \ 


+ 


«, P, Y, 


• 


«. P. Y. 




«. P. Y. 




\ (*. \ 





ÌKKK) = 



[KKk.] = 



Com'è noto, il determinante (^,^,t,) dicesi seno dell'angolo triedro 
formato da tre raggi i cui coseni sono a . , {i . , y. , ecc., oppure seno dell'an- 
golo di tre assi rispettivamente paralleli ai raggi considerati in quel de- 
terminato ordine. 

Ciò posto consideriamo 2 r assi (raggi) e con i coseni dei loro an- 
goli due a due formiamo i prodotti r ad r in modo che in uno stesso 
prodotto non sia ripetuto un medesimo numero; assumiamo quindi un 
tal prodotto positivo o negativo secondo che la successione dei numeri 
presenta un numero pari o dispari di inversioni. 

La somma algebrica dei prodotti cosi ottenuti sarà indicata con : 

Essa conterrà 1.2.3. ••• C^^ — termini e il numero dei ter- 
mini positivi supera di uno quello dei negativi. 
Accenneremo invece con 
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la somma algebrica dei prodotti formati con r — i coseni e con uno 
dei tetraedri [i^i,], seguendo le stesse norme di prima. Per esempio 
abbiamo : 

(1234) = cos (i 2) cos (3 4) — cos (i 3) cos (2 4) -f- cos (i 4) cos (2 3), 

[1234]= cos(i 2)[34] — cos (i 3)[24] -|- cos(i 4)[2 3] 
+ cos (2 3) [i 4] — cos (2 4) [i 3] + cos (3 4) [i 2], 

e poi in generale: 

(i2 3...2r) = X02)(34---2r); [12 ...2r\ = ^{i2)[i^...2r\ 

Consideriamo 2 r -|- i assi e, colle stesse norme, formiamo i pro- 
dotti r ad r con r — i coseni degli assi due a due e con uno dei seni 
degli assi tre a tre. La somma algebrica dei prodotti cosi ottenuta sarà 
indicata con 

\ri^2 ... k^f^ji 

e conterrà i. 3.5. . . . (2r -|- i) — termini. 

Finalmente accenneremo con 

\k^ Äj . . . «j^^J 

la somma algebrica dei prodotti formati con r — i coseni e con una 
delle espressioni [ife^ife^*,]; con r — 2 coseni, uno dei tetraedri [Jt,JfcJ ed 
uno dei seni di tre degli assi, tenendo sempre ferme le stesse conven- 
sdonì riguardo ai numeri che figurano nel prodotto e riguardo ai segni 
dei singoli prodotti. 

Cosi è per esempio : 

(1234 5)=sen (123) cos (4 5)— sen (124) cos (3 5)+sen (i 2 5) cos (3 4) 
+sen (i 3 4) cos (2 5) — sen (135) cos (2 4) — sen (2 3 4) cos (i 5) 
-|-sen (2 3 5) cos (i 4) — sen (2 4 5) cos (i 3)-f-sen (345) cos (i 2) 
+sen(i45)cos(2 3) = X0 2 3)(45), 

[i2 345] = cos(i2)[345] — cos(i3)[24 5]+...-f [i2](34 5)-^... 
= Xcos(i2)[345] + Z[i2](345); 

e poi in generale : 

(1234 ... 2 r 4- i) = Z(ï2 3)(4 ... 2r+ i); 

[1234 ... 2r-|-i] = X0 2)[34 ... 2r+i]. 
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Alcune forinole. 

Poniamo : 

^(«)=«.> *(«) = ?-> ^(«) = Y.; (« = i, 2, 3, ...) 
e poi in generale: 

a(i23 ... 2r— i) = aj(23 ... 2r— i) — a^(i 3 ... 2r — i)+ ... 
+ «ar-,02...2r-2) = Xa.(23---2r-i), 

fl(i 23 ... 2r) = P,t:(23 ... 2r) — P,c(i 3 ... 2r)+ ... 

-[i,,c(i2...2r-i) = l(ß.Y,-ß,Tj(34...2r), 

e due espressioni analoghe ottenute da queste con permutazioni circolari. 
È palese la r^ola con la quale si succedono i segni. 
Di guisa che : 

a(i 2) = ß.c(2) - ß,c(0 = P.T. - ß,T. ; 
a(i 23) = a,(2 3) - a,(i 3) + «,0 2) = Z«.(2 3); 
a(i 234) = ß.f (234) — ß,c(i 34) + ß,c(i 24) — ß^c(i 23), 
ossia 

<i 234)=P.ÌY.(34)-T,(24)+T4(2 3)|-Wy.(34)-T,(i4)+T,(i 3)1 
+fi,lï.(2 4)-Y,(ï 4)+Y4(i 2)|-P JY.(2 3)-yXi 3)+Y,(i 2)} ; 
ovvero finalmente: 

fl(i234) = Z(ß.Y.-ß.Y.)(34); 
e cosi via per 0(12345), 0(123456), ecc. 

Fra queste quantità e le altre definite nel paragrafo precedente, hanno 
luogo alcune relazioni; noteremo le seguenti: 

/«,^,a(l2...i) + ß_Kl2...*)+r.^.<I2...*) = (l2...*,n+l) 

^jN \ «...(i 2 ... 2r)+ß.,,<i 2 ... 2r)-Y.^.Ki 2 ... 2r)=<i 2 ... 2r, n + i) 
^^ )a.^,(i2...2r+i) + Y_Ki2...2r + 0-ß...^0 2...2r+i) 

\ =a(i 2...2r4-i> «+0- 

Queste relazioni sono date dalMarcolongo senza le rebtive dimo- 
strazioni. 

Per dimostrare la prima formola incominciamo a considerare il caso 
di k pari. Indicando per brevità il primo membro di essa con <p, per le 
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notazioni precedenti, si ha : 

1> = «...Z(ß.L-P.y.)(34--*)+ß...Z(Y,«,-Y,«.)(34-..*) 

ossia *) 

?= Z'Kßj -P.y.X.,+(y.« -T.«.)ß...+(«.ß -«.ß.)Y..J(34 ...*); 

ovvero 

? = Z'02, n+i)(34 ...*). 
Aggiungendo al secondo membro la quantità nulla **) 

Z'0 2 3)(45 ... *, n+ i), 
ed osservando che 

X'(i2, n+i)(34 ... Ä) + 2!'023)(45 ••• K «+0 

= Z(i2 3)(45 ••• *> «+0> 
si ha : 

9 = X(i2 3)(45 ... Ä, n+i); 
ossia finalmente per le notazioni premesse avanti: 
(p = (i 2 . . . jfc, » -f- i). 
Per k dispari avremo : 

? = *...Z«.(23-.*) + P...ZP.(23-.-*) + T...Zy.(23-..*); 
ovvero : 

e finalmente per le solite notazioni: 

? = (i 2 ... jfc, n + i). 



•) Con il y"' intendiamo indicare, una volu per sempre, che la sommatoria 
non deve estendersi all'elemento con indice « + i, ovvero all'elemento « + '• 

••) Che la V' (i 2 3) (45 ... 2 r, n + i) sia nulla lo proveremo facendo vedere 
che se essa è nulla per 2 r lo sarà per 2 r -f- 2. Infatti : 

X'('^3)(4 5 ...2r+2,n + i)=(2r + i, 2r4-2)2]'(i23)(45 ...2r, n + i) 

— (2r, 2r + 2)^'(i 2 3)(4 5 .. 2^— 1,2^ + 1» «+ + ... 

+ (i2)2;'(345)(67...2r+2,n+i). 

Ciascuna delle sommatorie del secondo membro, per ipotesi, essendo nulla, lo sarà 
anche il primo membro. 

Si verifica poi facilmente che V' (i 2 3) (4, » -J- i) = o. 



230 MATTIA PUGLIS I. 

E cosi la prima forinola rimane completamente dimostrata. 

Dimostriamo adesso la seconda formola : 

«...0^ ... 2r) + ß,,,r(i2 ... 2r)-Y,^,*(i2 ... ir) 

= a(i 2 . . . 2r, n + i). 
Indicando al solito il primo membro con 9 avremo: 
? = «...02 ••• 2r) + ß.^,X(«.Pa-«aß,)(34 ••• 2r) 

ir 

aggiungendo e togliendo al secondo membro la quantità ä^^, X*i*»» 
si ha: 

ovvero: 

ossia : 

e finalmente : 

ff =z a(i 2 . . . 2r, ;/ + i). 

Passiamo alla terza formola : 

«.^,(12 ... 2r+ i) + y^^^/;(i2 . . . 2 r + l) 
— P^^,c(i2 ... 2r+ l) = fl(l2 ... 2r+ I, W+ l). 

Indicando, anche qui, il primo membro con ç avremo : 

? = «..,Z0 23)(45 ••• 2r + i) + Y„^,Xß.(23 ... 2r + i) 
— Ph.,Zy.(23 ... 2r+ i); 
ovvero : 

?=Z'«-.>.(ß,Y-?,TJ+«,(^Y.-ß.T,)+^(ß.Y-P,T.)K4 5-2'-+i) 

Aggiungendo al secondo membro la quantità nulla seguente : 

Z' P«..|l^.(P.Y,-^,L)+f'.(^Y -ß.Y,)+^^3(?.r -ß.Y.)}(4 S-^r+i) 
+Z' Y...{Y.(ßaY -fi,L)+L(^Y -P.Y,)+Y,(^.L-ti,Y.)K4 5-2r+i), 
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si ha : 

+ r(ß.Y,-P.T.)(3, «+0(45 ••• 2r+i); 
ovvero : 

? = r(ß.Y...-ß...Y.)(2 3 ••• 2r + i) 
+ r(ß.Y,-ß,Y.)(34...2r+i, n+i); 
ossia : 

? = Z(^.Y.-^.Y.)(34.-- 2r+i, «+i); 
e finalmente : 

(p = a(i23 ... 2r-j-i, «+i). 

Rimane cosi dimostrata anche la terza formola. 

Poniamo inoltre : 

a[n] = \, b[n] = iL^, c[«] = v., (n=i, 2, ...) 
e poi in generale : 

a[i 2 . . . 2r — i] = aj[23 . . . 2r — i] — a^[i 3 . . . 2r — i] + 

... +a^^_,(i2 ... 2r — 2] + \[23 ... 2r- i] 

-\[i3 ... 2r— i]+ ... +X,^_^[i2 ... 2 r — 2], 

e due espressioni analoghe per ^[123 ...2r — i] e ^[123 ...2r — i] 
formate rispettivamente colle ß e (a e colle y e v. Pongasi ancora : 

fl[i2 3 ... 2r] = p,c[2 3 ... 2r] — ß,c[i3 ... 2r] + 
...-ß,,c[i2 3...2r— i] — {Y^t[2 3...2r]-Y,t[i3...2r] + 
... — Y,,n^23 ••. 2r— iJI, 
e due espressioni analoghe per b[i2 ... 2r] e e [12 3 ... 2r], col- 
Tawertenza di prendere metà dei termini in ß^Yi ^^^ compariscono rad- 
doppiati nel secondo membro di questa ultima relazione, quando in essa 
alle espressioni e [2 3 ... 2 r], t [2 3 ... ir] e simili si sostituiscono i 
valori dad dall'alt a notazione. Con questa avvertenza le notazioni pre- 
cedenti possono scriversi più brevemente : 

a[i2 3 ... 2r— i] = X«x[2 3 ...2r- i] + Z\(2 3 ••• ^r — i), 

a[i2 3 ... 2r] = X(ß.Y. - ß.Y.)[34 ... 2r] 
+ Z(ß.^-ßaO(34 ... 2r)-X(r.(x,-Y,(^,)(34 ... ^r). 
Di guisa che: 
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a[l 2] = P.C[2] - P.C[1] - \'(,b[2] - T>[l]| 

= {ß.^ — K\\ — lY.f*. - Y,f*.l . 
4i23] = Ia.[23j + l\(23). 
fl[i234] = ß,c[2 34]-ß,c[i34] + ß,c[i24]- ß/[i23] 
-ÌY.*[234]-Y,*[i34] + Y3*[i24] — T4*[i23]|. 

dove sostituendo alle espressioni e [2 3 4], i>[2 34] e simili i loro valori, 
e tenendo presente l'avvertenza fatta avanti, otteniamo facilmente: 

4i234] = Z(P.Y.-ß.Y.)[34] + Z(ß.v,-ß.v.)(34) 

-Z(Y.f*» — Y,f^.)(34); 

e cosi via per a [i 2 3 4 5], a [i 2 3 4 5 6]. 

Posto ciò, hanno luogo le seguenti relazioni : 

( fl[i 2 . . . r]a,^, -\-b[i2 ... r]p,^, + ([i 2 . . . rJY.^, 
(jr)l + a(i2 ... r)\^, -\-b(i2 ... r)[t.^. + c(i 2 ... r)v.^, 
f = [1 2 3 . . . r, « + 1] , 

/ [123 ... 2r- i]«.^, + *[i23 ... 2r— i]y.^, 
^ ^ Ì+*(i23 ... 2r— i)v,,,— c(i23 ... 2r— i)|x,^, 

( =fl[l2 ... 2r— I, M+ l], 

ed inoltre : 

l [I2 3...2r]a_, + c[i2 3...2r]ß,^, -^[i2 3...2r]Y.,, 
(IV) j + (i2 3---2r)X,^,+c(i2 3...2r){A.^,-Ki2 3---2r)v.^, 
( = a[i 23 . . . 2r, M + i]. 

Per la dimostnizione della (II), indicando con ç il primo membro 
di essa, nel caso di r dispari si ha : 

? = «... I«.[2 3 • • • r] + »... 1)^,(2 3 ... r) + ß„^, yp.[2 3 . . . r] 

+ P...Zl*.(23 • • • + ï,.,Zï, [23 . . . r] + Y„^. Z\(23 • • • 

+ V.Z«.(23---'-) + Pw.Z^,(23---0-f-\..Zv.(23---0. 
ossia : 

? = Z'(«.^.. + {i.^„., + Y.Y,..)[2 3 ••• ^] 
+ Z'(*— ^' + ^— l*' + ■^— '■ + ''-. ='. + f"-. f^. + ^-. Y.X2 3 • • • O» 
ovvero: 
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9 = 11(1, «+0[23 ••• r]-\-X'[i, «+i](23 ... r), 
e finalmente : 

9 = [i23 ... r, »-)- i]. 
Per r pari si ha : 

? = «...I(ß.Y.-ß,Y.)[34...''] + «...Z(ß.v,-ß,v,)(34...r) 

- «.*. Z(Y.^ — Yal*,)(34 ••• O + P.*. Z(r.«, — T.O[34 ••• »-] 
+ P...I(Y.\-Y.\)(34--.r)-P...Z(«.v,-a,v,)(34...r) 

+ Y.*.Z(«.P, — *,P.)[34 ••• r] + Y.^, Z(*.f*,— «,f*.)(34 .•• 

- Y...Z(P.>^, - P.\)(34 ••• + >^... Z(ß.Y.- P,Y.)(34 ••. 
+ {*...Z(Y.«,-Y,«.)(34.-0 + \..Z(».P.-«.P.)(34...''), 
ossia: 

9 =Zì«...(Pj - P,Y.) + P...(Y.«,- Y,«.) + Y...(«.ß -«,P.)}[3 4 - r] 
+Z'{«...(P.^-Y.f^0+P...(Y.>^-VJ + Y...(«.f*-{4.\) 

+«...(Y,F-ß,^)+ß...(v.-YA)+Y...(PA-«.f*.) 

+ V.(ß.Ya-ß,Y.) + l*...(Y.«-L«.) + ^..(«.Pa-«aP.)l(34-''), 

ovvero ancora : 

? = Z'(i2, «+i)[34 ... ^] + Z'[i2, «+ij(34 ... 0. 
Aggiungendo al secondo membro la quantità nulla *) 

X'(i23)[4 ... r, n+i] + X'[i2 3](4 ... r, »+i), 



•) Che la ^'(I2 3)[4 ... r, n+i] + 2[' [12 33(4... r, « + iX nel caso 

di r pari sia nulla^ lo proveremo facendo vedere che se essa è nulla per r, lo sarà 
anche per r -f- 2. Infatti 

^'(I2 3)[4 ... r + 2, «+i]+2;'ri23](4 ... r + 2, «+l) 

= (r+i, r + 2)J2|'(i23)[4 ... r, « + i] + X' t' ^ 33 (4 ... r, n + i)\ 

— ir,r+ 2) 121' (i 2 3) [4 . . . r — i, r + I, « + l] 

+ ;^'[i2 33(4...r-i,r+i,.i + i)j + ...+(i2)J2^'(3 4 5)[6. .r+i,n+i] 

+ X'f345](6 ...r+2, «+i)[. 
Ciascuna delle quantità comprese fra le j | essendo nulla, per ipotesi, lo sarà anche 
il primo membro. 

Si verifica facilmente che 

X' (^ 2 3) [4, « + + X' t' ^ 33 (4, « + = o . 

Rmd, Cwc, Uttm. Pi^Urmo, t. XIV (1900). — Sumpato il 17 luglio 1900. 30 
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si ha: 

9 = Z'{02, «+i)[3-»'] + [i2.«+ï](3 -•'•)+023)[4-^"+i] 

+[i2 3](4...r,«4-i)}, 
e finalmente 

9 = [i2 ... r, «+ i]. 

Rimane cod dimostrau la formola (SI). 

Passiamo adesso alla formola (HI). Indicando anche qui il primo 
membro con f si ha : 

Ç = [i 2 . . . 2r — i]a.^. 4- (i 2 . . . 2r — i)X.^. 
+ T.*.ZP.[23 ••• 2»-— ï] + Ï...Zf*.(2 3 ... 2r-i) 
— P,*.Zy,[23 ••• 2r- i] — {i.^.Z^(2 3 ••• 2r-i) 
+ \*.Z{'.(23 ••• 2r— — [t...ZT.(2 3 ••- 2r-i), 
ovvero : 

9 = Z'(P.T.*. — ß.*.T.)[2 3 ... 2r- i] 
+ Z'(P.v...-v.P...)(2 3 ...2r-0 
-Z'(T.I*.*.-r.*.^)(2 3 ... 2r— i) 
+ [i2 ... 2r— ija.^, + (i2 ... 2r- i)V,. 

Si ha intanto : 

a,^,[i2 ... 2r- i] + V.(i2 ... 2r- i) 
= «.*,Z[i2 3](4 5 ... 2r- i) + «,..Z(i2 3)[4 5 .•• 2r-i) 

+ V.Z(i2 3)(4 5 ... 2r- i), 
ovvero indicando il primo membro con k : 

* = Z'K..[i 23] + X_(i 23)1(45 ■•• 2r-i) 
+ *,.+.Z0 2 3)[4 5 ... 2r- i], 
ossia: 



(«) 



k = Z' «, 



+v. 



^ w. V 

I \i I 

«. ß, L 

*, ^ r, 
«. P. Y. J 

«a P, t/ 
«, P, Ï3 



+ «»*. 



a a Y 



(4 5...2r-i)+X'a_. 



Y, 




*. fi. Y. 


V 


+ «,.. 


«, P, L 


Y, 




^ f^. \ 


«. fi. Y. 




«, P, L 


[4 5 ... 2r-i] 


a 


^3 Y,l 
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Aggiungendo al secondo membro la quantità nulla seguente: 



Z'* 



•Se 



ß, ß, t, 

P, ^ ts 



+ ß. 



P. P. ï. 

t*. I*a \ 

P, P, Y, 



+ P... 



P. P. T. 
P. P, T. 

(*3 l*J ^ 



+z- 



p. p. Y. 

P. P, r. 

P, P3 Y, 

\ (*■ \ 

Y, P. ï, +Y... 
Y, P, Y, 

Y. P. Y. 



(45 ... 2r— i) 



Y. P. Y. 
\ f*» \ 
Y, P3 Y, 



+ Y^. 



Y. P. Y. 
Y, P, Y, 



+Z'P... 



P. P. Y. 
P, P, Y, 
P, P3 Y, 



Y. P, Y, 
Y, P, Y, 



(45 ... 2r— i) 



[45...2f-i]+X'Y. 



Y. P. T. 
Y, P, T, 
Y3 P, Y, 



[45...2r— 1], 



e sviluppando i determinanti e sommando convenientemente si ha facil- 
mente : 

k = rH'CP.Y. - P.T.)[3, « + I) + Z'CP.v.- ß,v.)(3, „ + I) 
— Z'(Y.t*a — Y,!*.)(3. »+ 01(45 ••• 2r — 1) 
+ Z'IZ'CP.Y. - P.Y.)(3, « + i)l[45 ... 2r- I], 



ovvero : 



2r — i) 
2r — i] 
2r — i) 
2r — i). 



^ = Z'(P.Y.-P.Y.)[3. «+i](45 

+ Z'(P.Y,-P,Y.)(3, «+0[45 
+ Z'(P.v. -ß.v.)(3, „+i)(45 

— Z'(Y.f^, — Y,(*,)(3. » + 0(45 
Essendo: 

[3. «+i](45 ••. 2r- i) + (3, «+0[45 ••• 2r— 1] 
= [34 ... 2r— I, n+ i], 
si ha: 

* = Z'(P.Y,-P,Y.)[34... 2r-i, « + i] 
+ Z'(P.v,-ß,v.)(34... 2r-i, «+i) 

— Z'(Y.I*,-Y,I*.)(34 ••• 2r — I, fi + i). 
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Sostituendo questo valore di k nella (a) ed osservando che: 

Z'(ßj...-ß.*.Y.)[2 3 • . • î'-il+Z'CP.Y -P.Y.X3 4 . . . 2r-i, »fi] 
= Z(P,T-P.T.X34.-2'--i,«+i]. 

Z'(P.\. -\P...X2 3 . • • 2r-i)+Z'(ß.v,-ß,v.X3 4 . . . 2r-i. »+i) 
= Z(P.^-P.\X34-- 2r— I, fi+i), 

Z'Ct.I*.^— T.*.f*.X2 3 • • • 2r-i)+Z'(T.f*,— Y,l*,X3 4 • • • 2^-1. »+0 

= Z(T,f* — T,f*.X34 • • • 2r—i, «+i), 
otteniamo : 

? = Z(P,Y, - P,Y,)[34 . . . 2r — I, « + i] 

+ Z(P.^-P.\)(34 ••• 2r-i, « + !) 

— Z(Y.t*. -Y.f*.)(34 ... 2r— I, «+i), 

ossia finalmente: 

9 = a[i 2 ... ir — I, « -J- i]. 

Dimostriamo infine la formola (IV). Indicando al solito il primo 
membro con f si ha: 

9 = [i2...2r]«_+(i2...2r)V. + ß...Z(«A-«A)[34"2^] 

+ fi.*,Z(«.(^,-^^X34..-2'-)-Ìi...I(!iA-M.)(34"-2^) 

— r..,Z(ï.«, - T>«.) [3 4 . • • 2r] — T.^.ZCy.'^. - Y,'^.) (3 4 • • • ^0 

+ Y...Z(V.-V,)(34--.2r) + ft.^,Z(«,ß,-«.ß.)(34"-2') 

- \*, Z(Y.«, — Y>«.X3 4 • • • 20 • 

Aggiungendo e togliendo al secondo membro la quantità : 

«.*.Z*.*,[34 ••• 2r]-\-<i^^,X\\(34 •■' 2r) 
+ «.*,Z«a\(34 ••• 2r) + V,2.«.«.(34 ••• 2r), 
e sommando convenientemente si ottiene : 

9 = [i2 ... 2r]a,^, 4-(i2 ... 2r)\^, 
+ZV.(fi.{»«*.+Y,Y,..+«.*...)-«X^!i...+Y,Y...+«.«.*.)![3 4 - 2r] 
+Z'l\(*.«...+f*.fi...+Y,Y...)-^X='.«...+!i.{i...+Y.Y...)}(3 4 - 20 
+lV.(«A..+ti#...+YA-.+«„..^.+ii....^+Y...\) 

-«,(«.>'-^.+!*.{^■.*.^-Y.^*.+«...^.+^-..r.+Y...^)t(3 4 - 2r) ; 
ossia: 
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? = «.*.[i2 ••• 2''] + Z'K(2, « + — «,(i. «+ 0}[34 ••• 2r\ 

— aji, n+i]j(34... 2r) + V,02...2r). 
Possiamo scrivere ancora : 
? = «...[i2--2r] + Z'K(2.»-|-0[34---2''] + «,[2.«+i](34--2'') 
-aXi,«+i)[34-"2'-]— «,[i,« + i](34---2'')l 
+ Z'{\(2,«+i)-\(i,« + i)j(34...20 + V.(i2.--2r); 
ovvero : 

? = k.z[^2 ... 2r] + X'«,[2 3 .-. 2r, «H-i]| 
+ {^,(12 ... 2r)+ X'\(23 ••• 2r, n- i)}; 
e finalmente : 
? = Za,[2 3 - 2r, «+i]+Z\(2 3 - 2r, n+ i) = fl(i 2 ... 2r, w+i) . 

Composizione di più rotazioni finite 
intomo ad assi concorrenti. 

Anche qui mi valgo delle notazioni del Mar colon go. 

Due rotazioni eguali e dello stesso senso effettuate intorno ad assi 
paralleli si diranno equipollenti. Per esprimere che la rotazione 2 0) è 
effettuata intorno ad un asse di coordinate (a, ß, y, \ pi, v), oppure 
intorno ad un raggio i cui coseni sono (a, ß, y), scriveremo brevemente : 

2w(«, ß, T> ^> V-y ^) oppure 2 co (a, ß, y). 

Parimente per indicare che un moto elicoidale di parametri 2 t, 2 û), 
cioè tale che la traslazione è 2 t e la rotazione 2 a>, è effettuato intorno 
ad un asse (a, ß, y, \ ft, v, t), scriveremo : 

2T, 2co(a, ß, y, \ ft, v); 

e cosi ancora per indicare che la traslazione 2 t è effettuata in una di- 
rezione i cui coseni sono (a, i, e) scriveremo: 

2 T (fl, by e) . 

Consideriamo la rotazione 2 («»(a, ß, y); diciamo x, y^ :( le coordi- 
nate di un punto, distante di uno dall'origine, prima della rotazione e 
poniamo : 
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I — [ X — ty 

I = a tang w , m = ^ tang o) , it = y tang w ; 

K = «rtangw^, m, = ß^tangw^, it, = y^tangw,. 

Dopo la rotazione x, y^ i^, C, diventano rispettivamente jc', )f', :[', ^'; è 
noto che : 

(,.. i' - (I + »»)C + «•(/ + »•"') 

^^ ^ ~ I —in-^iQ — im)ì: • 

Siano ora da comporre n rotazioni 

2w,(«,, P„Y,) (r=i, Î, j...«) 

e poniamo 

cos <i)^ := c^ , sen «, = i^ ; 

Diciamo infine A^^ 5,, D^, £^, le quantità analoghe relative alla rota- 
zione 2c«>(a, ß, y) risultante in quelle n date. 

Per effetto della prima rotazione ^ diventa J[' e per la (i): 

I — Û/, + z(/, — iwJC 

ossia, sostituendo i valori di /^, m^ , w^ e tenendo presente le ultime 
notazioni : 

Alla sua volti C per effetto della seconda rotazione 2 (o^ (a^ , ß^ , y^) diventa 

r" _ ^^^' + ^^ _ (^»^■ + ^.0^ + (^.^. + '^.^) 

D'altra parte la ^ per effetto della rotazione 2 co (a, ß, y), risultante 
delle due votazioni 2C0j, 2a>^, darà: 

Dovendosi avere C ^ C, , si hanno le seguenti relazioni : 
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dalle quali si ottiene subito 



W 



B, D, 



a, e. 

b. d. 



*, d. 



L'applicazione successiva della trasformazione (i) conduce facilmente 
alle sedenti form ole : 



(0 



^. = a. ^,_, + *,-£■.-,. 



B =a B +b D , 
e quindi : 

A En ^ Û, e. 

B. D. b. d. 



D =d D -he B , 



^2 ^ 

a. 






Moltiplicando ambo i menìbri per ,"'*^' ^"^^ , tenendo presente 

la legge di formazione delle relazioni (e), si vede facilmente che la for- 
mola precedente, essendo vera per n rotazioni, lo è anche per /i -{- i . 

Possiamo enunciare quindi il 

a Teorema I. — Le quantità A^, B^, D^ , E^ dipendono dalle a^ , 
« J^, d^y e^ in modo che 



Bn D, 


= 


Ö, e, 


• 


b d 







« avvertendo di eseguire il prodotto del secondo membro nell'ordine sta- 
ff bilito, moltiplicando le Unee del primo determinante per le colonne 
a del secondo; poi le linee del determinante prodotto dei primi due, per 
« le colonne del terzo e cosi di seguito ». 

G)nsideriamo le form ole (a) del teorema precedente. 
Nella prima di esse, -4^ = a^fl^ -j-i^e,, sostituendo ad A^, tf^, tf,, 
ij, e, i loro valori avremo facilmente: 

cos 0) -{- i Y sen co = {e. e, — 5, 5,(y, Y, + ß. ß, + «. Ol 

dalla quale : 

COSO) = c,c, — 5.5,(12) 

Ysenco = y^s^c^ - y^c^s^ - (a,ß, — «,ß,)5,5,. 

Dalla seconda formola : 
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sostituendo si ottiene: 

asena> + i?sena> = a c,5, — ß.Ta^.^a + «a^«^a + PaY.^i^, 

dalla quale : 

ßsena> = c,5.ß. + c,5,p, — (Y,a^ — a,Yj^.^,. 

Si ricaverebbero le medesime relazioni dalle altre due formole delle (a). 
Si ha quindi il 

« Teorema H. — A due rotazioni 2<ù^(x^^ p^, yj, 2a)^(a^, P,,yJ 
« si può sostituire una rotazione unica 2 co (a, ß, y) tale che : 

cosa>=zc,c, — 5,5,(12), 

i «sen co = c,5,a, + c.5,a, ^ (ß.y, — ß,T.)^«^a> 

(2) j ßsen(0 = C,5,?, +C,5,{Ì, IF(Y.«a-Ya«.)^.^a> 

« in cui è da tenere il segno — , se le rotazioni sono effettuati nell'or- 
« dine I, 2; il segno -{- se nell'ordine inverso ». 

Dopo ciò dimostriamo il 

« Teorema III. — A più rotazioni 2 co^(a^, fi^, yj, (r= i, 2, . . . «) 
a si può sostituire una rotazione unica 2 co (a, fi, y); ed è : 

( cos(o = c,c, ... c„-X^,-^,S ••• ^-(^^) 

(3) \+Z^,^,^5^^> ••• ^-(1234)— ... +Z^,^.^5^4--^n0 23) 
( — X^, ^.^3^^s^6 • • • ^n(i 2 3 4 5) + . . . ± ^,^, . . . 5,(1 2 . . . n), 

j asena> = X^,^.S • •• ^«^(0 - Z^,^a^j^4 • • ' ^-^(^ ^ 3) + ••• 

(4) j — Z^,^.^3•••^H^0 2) + Z^l^.^5^^s•••^«^0^34)-••• 
« e due analoghe che si ottengono con permutazioni circohri. Nell'ulti- 
a mo termine delle formole precedenti è da ritenersi il segno -|-> se 
« w = 4 /;, oppure 4 /? -f" ^ > ^^ segno — negli altri casi. Le rotazioni si 
« intendono effettuate nell'ordine i, 2, ... ;/ » *). 



•) Coirespressione abbreviata ^s^ s^ e. . . . c„ intendiamo la somma : 
e cosi per tutte le altre. 
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Ammesse vere queste relazioni per n rotazioni col sussidio delle 
formole (2) e colle relazioni (I), dimostriamo adesso che esse sono vere 
per n -{- I. 

Infatti 

COSO)' = cc^,— fi,^, (*«.*. + ßß.+. + YY«*.)- 

Sostituendo a e, sol, jß, jy • loro valori dati dalle (3), (4) e som- 
mando convenientemente si ottiene : 



— iZ'i.^^/,- • • ':,(«.«,..+ß.ß,..+Y.Y.*,)+Z'f.V5 • • • «.'^.+.(1 2)(+ . . . 

+1Z'^. Vj^.*.^ • • • '^.K*.«(ï 2 3>fß,^.Ki 23) + Y-+.<ï 2 5)] 

+Z'^.VjVs • • • '^.'^«-.(' 2 3 4)1- • . • 

+1Z'^.V.-..S • • • c,K.,<i 2)+P...Ki 2)+r,^,<i 2)] 

+Z'v,V4-"'^.'=.+.(^2 3)| 

— }Z'^.^,^V«*.'^$ • • • <^n{'>-n*fi(j 2 3 4)+ß.*,*(i 2 3 4)+Y.*.<ï 2 3 4)] 

H-Z'^iViVs'^« •• • '^.'^-.(^ 2 3 4 s)(+ . . . 

T^,^, • • • V.^.K^Xi 2 . . . »)+ß.,,Ki 2... «>fY.^.<i 2 . . . «)] 

±V,---V,*,(i2...n). 

Per le formole (I) ed osservando che: 

Z'^.^. • • • hh^^ ■ ■ • c«^,+,(i 2 ...*,« -f i) 

+ Z'^,^,^ • • • ^*+,c».> • • • «.'^«+,0 2 . . . * + i) 

= Z^.^ • • • ^»+.c»+, • • • «.*.(! 2 . . . * + i), 
si ha : 

cos w' = e, e, ... f ,^, - Z ^ ^, S • • • *=.*. (^ 2) 
+ Z^,^>*j^C5 ... c,^,(i234)— ... +Zf.^,ij^ ••• '^.*.023) 
— Z^.^,^^^c,...<;,^,(i2 345) + ...±5.i,...f.^.(i2...n+i). 

Per le formole poi che danno i coseni direttori avremo : 

a' sen«' = c.^.aj + e a,,. 5,,. - (ßy.^, - ß.^.r)".*.- 

Sostituendo a e, af, ßi, yf i loro valori e sommando convenientemente 
si ottiene : 

Kmi. Ore. Utttm. PtUrmc, t. XIV (1900). — Sumpito il 18 luglio 1900. }i 



M2 MATTIA ruCLtSL 

-^Z'*.^^*.'^, ■■c.K*.(i2) + ?.^.'^(i2)~T.^.*(i2)l 

— ìZ'^.^.^.f,'^, • - • c.[t.^.Ki)-?...<0] + Z'*.*,S • - • ^.^.^X» 2)< 
+5Z'*.V,V-/s • • • ^[*.*.(i 2 3 4H-?...<i 2 3 4)— T-^.Ki 2 3 4)1 

+Z'*.i,^V«'^* • • ■ '^.'^.*.<' 2345); — ... 
±5,5, . . . i.J.^.[«.^, (12... »>f {l.^.<i 2 . . . «)— T..X J 2 ...«)] . 

Per le forinole (I) ed osservando che: 

Z'ì.i, • . • ^f»*. • . • f.i.*.tf(i 2 ...*,«+ i) 
+ Z'^*» ... ii^,c»„ ... f.c.^.a(i2 ... *+ i) 
= Z*,^. ... li^.c»,, ... c.^.a(i2 ... *4- i), 

si ha finalmente : 

a'senû>' = Z *■«,«, ••• f.*.«(0— Z^.^*,f« ••• '^.*.«(i23)+... 

- Z^^f, ••• f.*.''02) + Z^^a^^C, ••• ^...«0234)— ... 
±i,^, ••• ^*.'ï(l2 ... «H- 1). 

Le formole date essendo vere per due rotazioni, lo saranno quindi per 
tre, per un numero qualunque di rotazioni; e cosi il teorema rimane 
compleumente dimostrato. 

L'ampiezza e l'asse della rouzione risultante dipendono, a parità di 
altre condizioni, dall'ordine con cui si compongono le rotazioni singole; 
infatti, i primi due termini del valore di cosw non dipendono dall'or- 
dine di composizione, tutti gli altri dipendono da questo ordine. Cosi 
per esempio per « = 3, qualunque sia l'ordine con cui si compongono 
le rotazioni, cos w non può avere che due valori soli cioè : 

c,c,c^ - c.i,^(2 3) - f,^^,(i 3) - S^.^^C^ 2) ± f,i,i,(i 23). 
Supponendo le rotazioni infinitesime, si ottengono formolo note. 
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Composizione di due rotazioni finite intorno ad assi 
non concorrentL 

Premettiamo i seguenti teoremi : 

« Teorema IV. — Ad una rotazione 2 co (a, ß, ... v) si può so- 
« stituire una rotazione equipollente 2 co (a, ß, y, X', ji', v') s^[uita da 
« una traslazione 2 t (a, b, e) in cui, detta p la distanza tra i due assi, è : 

T = p sen co , 

/ p a = sen co }ß (v — v') — yCf^ "" t^')l + ^^^ ^ (^ — ^') > 

(5) ) P^ = senco}Y(^ — V) — a(v — v')}-{-cos<o(ft — ft'), 

f p e = sen co ja ((x — pi') — ß (X — X')} -{- cos co (v — v') . 

« La direzione della traslazione è normale agli assi di rotazione ». 
Infatti i coseni direttori della normale f al piano dei due assi, come 
è noto, sono proporzionali a : 

0-/)T-a-Oß, a-0«-(*-*')Y. (*-*')*-(>-/>; 

ovvero a : 

X_V, ft-ft', v-v', 

dove con x, )f, ;(, e x', )'', :^', indichiamo le coordinate dei punti d'in- 
contro di p rispettivamente con gli assi 2 co (a, ß, ... v), 20) (a, ß, . . . v'). 
Sapendo dalla Meccanica che la trasbzione 2t forma col piano dei 
due assi ovvero con p un angolo uguale a 90** — co, ed osservando che 



vo^ - n + (t* - i^y +(y- v'r = p , 

fra i coseni direttori di p, 9, delirasse 2 co e della traslazione 2t pas- 
sano le relazioni : 

P P P 

P P ^ P 

«a -j- tß -j- CY = O. 

Osservando che il detenninante dei coefficienti di a, ^, e è uguale 
a i I a seconda della direzione della normale f, dal sistema precedente 
si ricava subito : 
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fÄ = sen to^H^ — O — Z^^ — »'ïî — ^™* J- — ^0» 
e doe analoghe 

« Teokema V. — Ad oxu rocazîoof 2 ^(ä, t, T» a, x» >) c ad mn 
« tnsbziooe 2T(tf, ft, c) si può sosônire xm warn éksààùt 



« in cm: 

/ X'seni# = XsenM ^t '^'(t^ — ?r)$cni# -f" '='«005^ — t^xcos«, 

(y) / (I'soii* ={t seni* 2t 'ï^C«^ — 7Ä)scni# -f- t^cosm — T^^cost», 

fv'seni* = vseni*2t '^(jt'0> — 2ft)seni# -f" '='^005^ — t^';;'così». 

« Ë da assumere 3 s^no -}", se nei movimenn componenti precede b 
« rotazione 3 segno — , se precede la traslazione ». 

Infatti decomponiamo la traslazione 2t in due. Tuna 2t^ hmgo 
l'asse 2 0», l'altra 2T^(;y d, ^) normale, b quak insieme aUa rota- 
zione 2a>(a, {i, Y, A, tJL, v) dà luogo ad una roiazione equivalente 
2a>(7, Ji, y, a', p.', v'), e quindi, pel teorema precedente, alle formole: 

{a) p; z^senca}{i(v — v') — v((x — a')j + costo(A — V), 

e due analoghe. 

Indicando con 6 l'angolo che la direzione 2 t (a, /», e) forma con 
l'asse 2 ct> (a, {i, y, >, p., v) si ha subito : 

T, = Tcose = T(fla-{- iji + cy). 

Indicando con m, w, p i coseni della normale 9 al piano delle di- 
rezioni 2T(fl, i, e), 2T^(a, {i, y), per la Geometria Analitica, si hanno 
le relazioni : 

senÖ^ * ^ senO^* ^' '^ senö"^ ^ 

E quindi i coseni direttori della componente 2t^(;, ti, C), normale alla 
9 e a 2 T, sono date da : 

; = [i/? — Y fi, 'fi =^vni — xp, ^ = xn — ß m. 
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Sostituendo nella prinia dì queste relazioni i valori di p ed n si ha : 

Ç = |ß(afr_ ß«)- yCy« - «Ol 3-^0- 
Sostituendo questo valore di Ç nella (a) e tenendo presente che 

sene = ^, 

T 

(i(ai — ßfl) — y(T^ — *0 = « cos 6 — a y 
Sì ha facilmente : 

p — (acosO — fl) = sen<i)}ß(v — v') — y((ìl — pi')} -|- cos co (X — V), 

ovvero essendo 

T^ = p sen co, T cos 6 = t^ : 

Tj a — TÄ = sen' w |p (v — v') — Y(p. — ji')} + (^ — X') sena> cos w. 

Parimenti si avrebbe : 

Tj ß — tì = sen' co {y(X — >.') — a(v — v')| -|- (pi — pi') sen co cos o, 

TjY — re = sen' co {a ((JL — pi') — ß(X — X')| -|- (v — v') sen co cos a>. 

Ponendo per brevità 

tt = > — )/, v =: (I — ft', tt/ = V — v', 

ed ordinando le tre relazioni precedenti rispetto ad u, Vy w sì hsLi 

u cos co sen co — vy sen' co -j- u/ ß sen' co = t^ a — tu , 

tt Y sen' co -}- V sen co cos co — «/a sen' co = t^ ^ — ri, 

— tt ß sen' co -{- V a sen' co -{- u/ sen co cos co = t^ y — 'fc. 

Da questo sistema si ricava senza difficoltà che il determinante dei coef- 
ficienti è uguale a sen^ co cos co, quindi : 



u = 



[(Tj a — ra) {sen' co cos' co + a' sen* co} 



sen^ co cos co 

-|- (Tj ß — '^^) Iy ^^^ w cos co — aß sen* co} 

■{■ ('^i Y — '^O 1*Y ^^ ^^ — P ^^^^ ^ ^^^ ^W > 
ossia semplificando : 

u = [r^oL — T^a sen' co — r(b^ — cß) sen co cos co — ra cos' co] 



sen co cos (0 
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ovvero semplificando ancora e sostituendo ad u il suo vabre : 

V sen M = >. sen M -)- r(by — ^ ß) -f- ta cos m — t, a cos « . 

Parimente â avrebbero i vabri di (t'sentt, v'senu. 
n teorema rimane cosi dimostrato. 

Proponiamoci ora di comporre due rotazioni ^«^(a^, ß,, ... vj, 

^ «.(*.» P.» ••• O- % 

Al sistema di queste due rotazioni potremo sostituire: b rotazione 

2«,, una rotazione 2«',(a,, ß,, y,, X^, fi^, v^ equipollente alla seconda, 

intomo ad un asse parallelo passante per un punto (x, y, :() dd primo, 

seguita da una traslazione: 2p5,(a, b^ e). Le a, ft, e per le (5) sono 

date da : 

p« = ^tP.(^ - -D - T.O*. - J'.')! + c.(>, - ^'ù 

e due analoghe. 

Alle due rotazioni 2 a)^ , 2 a>^ possiamo sostituire una rotazione unia 
2 tt (oc, ß, y, Vf \l\ v'); l'ampiezza e i coseni direttori dell'asse sono dati, 
per le (2), da : 

COSO) = C^C^ — ^i^a(^ ^)> 

aseno) = c,5,a, + c,5,oc, ^ (ß.y, — ß,y,)i.i,, 

e duc analoghe. 

Finalmente valendoci del teorema V troveremo gli elementi del 
moto elicoidale risultante. 

La traslazione 2 t è quindi espressa per la (6) da : 

T = p5,(ßa-f iß + cv), 
ossia: 

^ = ^,l\sAU-, - vo - Y,(t*. - 1*;)] 

Svolgendo la sommatoria, eseguendo i prodotti indicati e tenendo pre- 
sente che 

si vedrebbe senza difficoltà che i coefficienti di 5,5*^,, 5] e,, c^c^s^ sono 
nulli e quindi : 
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Tseno. = cls,sA'^X\ - ^D + P.(f*. - K) + Y.(^ - ^ 
- sA\(^, - v;)[{J,C^.Y, - P,Y.) - «Xr.«, - Y,0] 
+ (f^a - K)K(». k - «,P.) - Y,(P. Y, - ?,Y.)] 
+ (>, - K)[Y,(Y.«a - Y.*.) - U'^A - «J.)]|- 
Aggiungendo e togliendo dentro le { ] del coefficiente di 5, 5^ la quantità : 

(V, - vDt.y: + (f*. - K)f». K + 0, - K>,<> 

e facendo le ilebite semplificazioni, si ottiene subito : 

Tsen« = cls,sM\ - X^«. + (|t, - ^^ß. + (v, - vDy.I 

+ ^.^il(v, - v;)y. + (l-, - K)ß. + (\ - K)«.l, 

ovvero ancora : 

Tsen« = s,sAi\ - >D«. + (^, _ {.;)ß. -I- (v, - vOy.Kcì + f^). 

Aggiungendo e togliendo dentro le { | la quantità a^X^ + ?,('•, + Y»'*i 
si ha : 

Tseno) = 5,jJ«,>. + ß,{x, + Y,v. + a,X, + ?,[*, + y.v, 

- Ky. + Kß. + K«. + «.>. + P,(*. + Y.\)|. 
Essendo 

\ = (y.3' — ß.O, ^ = (*.^ — Y.*). \ = (ß.* — «■:y). 

K = (Ya^* — ^1 0. f*l = («, ^ — Ya X), ^1 = (ßa « — «, >) . 

dove X, y, :^ sono le coordinate del punto d'incontro degli assi 2 w, , 
2 û)j , 2 û), si verifica facilmente che : 

vlY. + KP. + >;«. + Y,v. + P.f*. + «,\ = o; 

e perciò otteniamo finalmente : 

Tsenco = 5,5^1 2]. 

Colle (7) si trovano le coordinate >., ft, v, dell'asse di moto elicoi- 
dale risultante. Infatti si ha : 

(fl) Ta cos (0 -{- X sen (tì = X' sen co + ß5^(Y* — ßc) sen a» -{- çs^acos w. 
Ora: 

>.' sen (ù = {^y — ß :() sen co , 
ossia: 

V sen co =y\c,s^^^ + c.5,Ya - («, ß, - «aß,)^.^,} 
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Ag^ungendo e togliendo al secondo membro la quantità ß, ßa^"!" YiYi^» 
si ha facilmente: 

Vseno) = c,5,(>Yi — ^ß.) + ^.^aOïa — ^W 

ovvero : 

Vsen« = c,s^\ + c,sX - \{\< - h\) - (ï-f*! - Y.l*.)!^.^,- 

Si ha pure : 

pf j(Y b — pc) sen w -j- pf , a cos w = f ,{p^. Y sen w — p e. ß sen «o -}- p a- cos u} , 

osàa: 

fsXfb — Pc)sen(ü -j- pf,öcosw 

Sviluppando i prodotti, sommando convenientemente e facendo le 
debite semplificazioni si trova : 

P ^ìCY* — ^C)s&l<ù'{-f S^a cos (ù = 5/,(^a ^'a) 

+ s A } Y.([^, - v-D - H\ - vDI + s,s,cl {y.((-, - K) - U\ - ^01 
ovvero finalmente : 

P ^2 (Y ^ — PO ^^" co -f- P ^2 ^ CCS co 

= -^.^C^, - K) + s.sAyXi^, - i^D - ß.(v, - v;)|. 

Sostituendo questo valore e quello trovato per y sen co nella (0), 
otteniamo facilmente : 

> sen co + T a cos co = c,s\^ + c,5,X, - {(ß,v^ - ß,vj - (y^f^^ — y,(^,)}5,5, , 

e due analoghe. 

Possiamo dunque enunciare il 

« Teorema VI. — A due rotazioni 

2W.(«,, ß,, L> \y ^> \)> 2a)^(a^, ß,, y^ , X,, fx^, vj 

« si può sostituire un moto elicoidale 2 t, 2 co (a, ß, y, X, p., v) i cui 
« elementi sono : 

(8) cos co = e, e, — 5, 5j (i 2), T sen co = 5, 5^ [i 2] , 
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e forinole analoghe ». 

Inversamente possiamo sostituire ad un dato moto elicoidale, ed in 
infiniti modi, il sistema di due rotazioni intorno a due assL Hssato ad 
arbitrio uno di questi, per esempio (a, ... v^), resuno determinate le 
due rotazioni e l'altro asse. Infatti moltiplicando la prima delle (9) e le 
analoghe rispettivamente per 'k^y p.^ , v^ , la seconda e le analoghe rispet- 
tivamente per *,>?,, Yi ^ sommando si ottiene: 
(«.^ + P,t^+Y.>' + »\ + ?t^. + ïOseii«^ + -^(*«.+PP«+YÏ.)cosa> 

ossia, osservando che il primo e terzo termine del secondo membro 
sono nulli : 

(«i^ + ^^V' + Yx^ + *\ + P^ + Y\)cosa> 
+ '^C**, + ^P, + YY.) cos« = c,5,[i 2] . 
^ E per le (8) si ha facilmente : 

(*,>^ + ß,l^ + Yi^ + *\ + Pl^. + YOseno) 
-|- r(oLx^ -[" r^?i + YY,)cosco = T seno) co^co^ , 
d'onde si ricava ca^ e quindi e, ed 5,. Le sei equazioni (9) e una delle 
(8) possono quindi riguardarsi come sette equazioni lineari in c^ySjx^y ... , 5,v^; 
sarà quindi individuato l'altra rotazione e le coordinate dell'altro asse. 
Non tutte le rette possono assumersi come assi della prima rotazione; 
occorre escludere quelle che appartengono al complesso lineare : 

(«\ + ••• + Yi^)s^i^^ + '^C**, + ßf^i + YY.)cosco = 0. 
Questi due assi di rotazione non sono rette coniugate rbpetto al com- 
plesso, a meno che le rotazioni siano infinitesime. 

Possiamo dunque concludere che : 

« Teorema VII. — Si può in infiniti modi sostituire ad un dato moto 
« elicoidale il sistema di due rotazioni intorno a due assi; scelto ad ar- 
« bitrio uno di questi, resta, in generale, determinato l'altro e le am- 
arai. Circ. Matern. Paltrmo, t. XIV (1900). — Stampato il 30 luglio 1900. 32 
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« jnezze delle due rouzioni; il sestuplo volume del tetraedro che ha per 
« spigoli opposti due segmenti rispettivamente eguali ad ^, e 5, sui dœ 
« assi di rotazione, è costante ». 

Composizioae di dae o più moti elicoidalL 

Supponiamo ora [hù generalmente di dover comporre un moto di- 
coidale 2 t^ , 2 », (x, , {i, , Y, , ^, , p-, > ^,) con una rotazione 

2 «,(*,, ?,, T.> \> f^i> O- 
Alle due rotazioni 2 w, , 2 m^ per il teorema VI possiamo sostituire 
un moto elicoidale 2t', 2w(x, ß, y, X', fi', v') dove: 

(a) ^ «sen« = f,5,«, H- c,5,«, — (ß,Ya — ß,Y,)> 
X' sen » -|- t' Ä cos a> = c,5,Xj -j- e, s^\ 

- {(?. ^ - ?, \) — (y, f^, — Ï, t^.)l^z ^. • 

Cosi il sistema è ridotto all*altro 2t, , 2t', 2a>(a, p, y, X', ft', v'), e, po^ 
tendo invertire le traslazioni, all'altro 2 t', 2t, , 20). Adesso pel teorema V, 
alla traslazione 2Tj(x^, !i, , y,) ^ ^^^ rotazione 2 co (a, ß, y» ^'> P-'j '^O 
possiamo sostituire un moto elicoidale 2 t^ , 2 co (a, ß, y, \ ja, v) in cui 

^. = ^.(", + Si^ + YT.)> 
>. sen (0 = >.' sen co — t^ (v Jà^ — {i y^) sen &> -j- '^i *, cos co — t^ a cos co. 

Il sistcnìa primitivo e dunque equivalente all'altro 2 t', 2 t^ , 2 co, ossia 
avendo 2 t' e 2 t^ la medesima direzione, all'altro 2 t, 2 co, dove t = t' -{- t^. 
Nella espressione di t^ sostituendo ad a, ß, y i loro valori dati 
dalle (fl), si ottiene senza difficoltà : 

a I < 2 1 I I a V y T ^^^ ^ 

e quindi 

' ^ ' ^'- ^ sen CO ' I' 2 I 1 I a\ ^'^ sen co 
ossia finalmente : 

Tsenco = tJc,5, + e, 5,(1 2); + 5,5^1 2]. 
Sostituendo ncU'esprcssionc di X sen co il valore di X' sen co dato dalle 
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(a), si ha: 

X sen 6> + (t' -f- tJ a cos 6> = e, 5, X, -f- e, s^\ 

H" f J {Yj ß sen 6> — ßj Y sen 6> -f- a^ cos coj , 

e finalmente sostituendo a ßsenw, y sen co, cosw i loro valori, otteniamo 
facilmente : 

\ sen (Ù+TCL COS 6> = C,5,X, + C^S^\ — {(ß,V, - ß,V,) — (Y,fX^ - Yaf^,)|^.^a 
+ ^^\^^C^C, — ^,S^S^ + ^.^a(ßaT. " ß Ja)}- 

Abbiamo quindi il 

« Teorema Vili. — Ad un moto elicoidale 2t^, 2û),(aj, ß^, y,, 
« \> f^.> ^,) e ad una rotazione 2(o,(a^, ß^, y,, >,, f^,, vj si può 
a sostituire un unico moto elicoidale 2 t, 2 6> (a, ß, y, \ K-, v); ed è : 

/ T sen («)=T,{ v.+c,5,(i 2)H-^,5,[i 2] , 

(io) < Xsen6>+TaCOS6>=C,5,X.+C,5,\— |(ß,^-ßa\)— (Y,f^a— Taf^.)}^,^a 
( +'«-|l«.^,^a— V,^a+^,^a(PaT — ß Ja)l » 

« e due formole analoghe, mentre co, a, ß, y sono definiti dalle stesse 
a formole del teorema VI ». 

Supponiamo adesso di dovere comporre due moti elicoidali 

2 T, , 2 co, (a,, ß, , Y. , \, ^, v,>, 2 T^, 2 co, (a,, ß,, y,, \, f^,, vj . 

Al sistema 2 t, , 2 co, ; 2 t, , 2 co, possiamo sostituire Taltro 2 t, , 
2 co,, 2 co,, 2T,. Pel teorema precedente, al moto elicoidale 2t,, 2 co,, 
e alla rota2done 2 co, si può sostituire un moto elicoidale 2 t', 2 co (a, ß, y, 
\\ ft', v') in cui : 

t' senco = t,{c,5, + c,5,(i 2)} + 5,5,[i 2] 

X' sen co + T'a cos co = C,5,X, + C,5,X, — {(ß,V, - ß,V,) - (Y.f^a — Tal*.)l^,^a 
+ -«-.l^.^i^a - V.^a + ^,^a(ßaY. "" ß.Ta)}- 

n sistema è cosi ridotto all'altro 2 t', 2 co, 2 t, (a, , ß, , y,). Alla rota- 
zione 2 co(a, ß. Y, y y f^', v') ad alla traslazione 2 T,(a, , ß, , y J, pel teorema V 
possiamo sostituire un moto elicoidale 2t", 2 co (a, ß, y, \ p., v), in cui: 

X sen co = X' sen co + t, (y ß, — ß y^) sen co -{- t, a, cos co — t" a cos co. 
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n sistema primitivo è cosi ridotto all'altro 

2t', 2t", 2 co (a, ß, Y, \ fx, v), 
ossia avendo t' e t" la medesima direzione, all'altro 2t, 2 co, dove 

Nella espressione di t" sostituendo ad «, ß, y i loro valori, si ot- 
tiene facilmente : 

e quindi 

T = t' + t" = T,{C,5, + e, 5,(1 2)}-^ + 5,5,[l 2] -Ì- 

I I f 2 I I I 2 \ /l ggjj ^1 I 2 L J ggjj ^ 

I 



+ -^2 1^.^2 + ^2^.(12)1 

ossia 

Tsenco = 5.cJt, + ^^2(1 2)} + 5,c, K(i 2) + tJ + s,s,[i 2] . 

Sostituendo nell'espressione di X sen a> il valore di X' sen a> si ha : 
-k sen a>+(T'4.T'> cos a> = c,5>,+c,5,X — {(f^.^— {^2^)— (ï.f^a— Y2f^.)}^.^2 
+T Jß^Y sen 6)— Y,p sen w+a, cos co}+t Ja^c/^— a,5,5,+c,5,(ß,Y.— ß.Ya)} • 

Sostituendo a y sen co, ß sen co, cos co i loro valori, si ottiene, come 
nel teorema precedente senza difficoltà : 

-k sen co+ra cos co = c,5^X,+c,5,X — |(^\-Pa\)-(ï.(^2-Ï.P-.)l^,^, 

+^.l*.^/a— «2^.^2+^.^2(P.Y.-{^.L)ì+^2ÌV/.-^.^,^.+^2^.(PaY-f^.Y2)!> 

e quindi possiamo enunciare il 

« Teorema IX. — A due moti elicoidali 2 t^ , 2 co^ (a^ , ^^ , y^ , \y 
^^ P-iJ ^i)> 2T^, 2co^(a^, ß^, Ya> \> P-a> ^2) si può sostituire un unico 
« moto elicoidale 2 t, 2 co (a , fi , y , ^ , P- , ^); ed è : 

Tsenco = 5,cjT,+TXi 2)S+vJt,(i 2)+tJ+5,5,[i 2], 
X sen oi+Ta cos co = c,5,>.,+c,5,X,-j({i,v — |i^v J-(y,(x — y^p.,) jj,5, 

+^.l«.^.^2-V.^2+^.^a(f^2Y.— P.YJI 

+^J«2^.^2-«.^.-^2+V.(fÌ2Y.-PxY.)l- 

Applicando successivamente i teoremi VI e Vili, potremo comporre 
tre, quattro rotazioni intorno ad assi qualunque, e stabilire le formole 
generali per la composizione di ;/ rotazioni. 

Ciò posto passiamo al 



(II) 
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« Teorema X. — Ad n rotazioni 

« si può sostituire un unico moto elicoidale 2 t, 2 co (a, ß, ... v); le 
« grandezze 2 co, a, ß, y sono definite dalle formole (4); per le altre 
« valgono le formole s^uenti : 

^ r sento = Xs,s,c^...c^[i 2]- Xs.s^s^s^c^... [12 S4] + '" 
(12) \-2;^.5,53C^...c,[i2 3] + 2;^.5,...55C,...c,[i2 345] — ... 

ix sen co -f- T a COS co =X^,c, ... c^a[i] — ^s^s^s^c^ ... c^4^ ^ j] + • • • 
— Z^.5/3 ... c,û[i 2] + Z^x VîVs - ^«^[^ 2 3 4] — • • • 
± Va ••••^«41 2 •••«]; 

(( e due formole analoghe. Le rotazioni si compongono nell'ordine 
« I, 2, ... n ». 

Queste formole si provano vere per n-j-i rotazioni, ammettendole 
vere per n e tenendo presente le (H), (HI) e (IV). 

Infatti, componendo il moto elicoidale risultante dalla composizione 
delle prime n rotazioni con la rotazione 2 cö^_^j (a^^^^ . . . v^_^ J, pel teo- 
rema VUE, avremo : 

t' senco' = t{c,^,5 + C5,^.(aa,^, + ßß,^, + yt«^,)} 

ossia 
t' sen co' = c.^,t5 + 5,^,«„^.(Tca + X5) + 5,^,ß,^,(Tcß + fxi) 

Sostituendo in luogo di rs, rea -j- X5, rcß -j- [it.5, Tcy + V5 i 
loro valojri dati dalle (12) e (13), ed in luogo di a5, ß5, y5 i valori 
dati dalle (3), sommando convenientemeute si ottiene: 

T'senco' = 5,^,X'-^,^ ... cjû[i]«,^. + HiJP«^, + 4i]Y.^r 

-^n^rZ\^a^^4 '•• ^« 1^ [^ ^ 3] ««*, + ^ [l 2 3] P.^, + ^ [l 2 3] y,^. 

+ «0 2 3) V, + Ki 2 3)|^„^. + <i 2 3)v.^.} 
-^«..Z^i^.^^^s ••• ^«[^234]+ ••• 
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+ '^.,Z''. ... Ì4C, ... c>[ia34]««.. + *[i»34]?^. 

+ e[i a 34]t^. + «0 »34) V. + *0 «34)»'.+. + <i 2 34)»«..! 

+ «-*.Z'.'.',V$^« ••• f.[»»345]— •• 

+ «(i ... i»)V. + *0 ••• ")«*.*. + c(i ... «)^^.| 

osâa finalmente, tenoido presente la (IQ: 

t' sen«»' = X«.*.S ••♦««..[»*] — Z'.'.',*4«s ••• «►K.[ï * 34I + ••• 
-Z*.*.*,««--««-.[»a3l + Z*.*.-- *,c,...f^,[i2345]--... 

±J,J,...J^,[l2...«+l]. 

Parimente: 

Vsen«»' + T'«'cos«»' = c»m*5^ + *»^,^,+,c 
— KP^*. — P«..*) — (TJ'^^. — f*Ti«..)}".*. 

ossa: 

Sostituendo come avanti e sommando convenientemente si ha: 

Vsen(ü + T'«'cos«' = Xf.':, ••• c.*,«[i] + c.c, ••• c.s.^,\^, 
- Z'^.^af, • • • f.*«^.l[i 2]«.^, + c[i 2]ß.^, — b[i 2]y.^, 

+ (l 2)\+, + <I 2)f*.*.-*0 2)^*,|— Z 'V«V4 ••• f.*.4l 23] + -- 

+ Z'^.f. • • • c.^.+.{*[i]y.+. - c[i]P.+. + *(0^.*. — f (Of^.J 

— Z'*.^a«j ••• f.*.a[l2] 

+ Z'i.i.i,C4 ••• «.*.*.i[ï2 3]«.*. + *[i2 3]y.^. — C[l2 3]ß.^. 

+ 2 3) X.^. + Kl 2 3) v.^, — e (I 2 3) f4^, j 

+ Z'^.*«^^fs ••• '^.*.«[i234]— ••• 
^ ^.^ • • • ^.*,}[ï 2 . . . h]«.^, T ^[i 2 . . . nJY.^. ± c[i 2 . . . m]|J.,, 

+ V.O 2 . . . «) :F *(l 2 . . . n)v,^, ± C(l 2 . . . «)(*.^.} 

T^.^^ ... s,c,^,a[i2 ... n]; 
ossia finalmente, tenendo presente le formole (III) e (IV), ed osser- 
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vando che 

perchè [i]«,^, e (i)\^, non hanno alcuno significato, otteniamo: 
^'sena>'+TVcosa>'=2!^,c, . . . c.^,a[i]— X^,5,5,c^ . . . c.5„^,a[i 23]+... 

E così il teorema rimane completamente dimostrato. 

Colle formole e coi metodi precedenti è ancora facilissima la com- 
posizione di n moti elicoidale 2 t^ , 2 w^ (a^ ... v^), (r = i , 2, ... w). 

Cefalù, maggio 1900. 

Mattia Puglisi. 



SUR LA REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DES FONCTIONS 
RÉELLES, DONNÉES SUR UN ENSEMBLE QUELCONQUE 
DE POINTS. 

Par M. E. Phragmén, à Stockholm. 
(Extrait d'une Lettre à M. G. B. G uccia). 



Adunania dell'S luglio 1900. 



Ayant eu, par Tobligeance de M. M i 1 1 a g-L e f f 1 e r, l'occasion de voir, 
en épreuve, la Note qu'il publie en ce moment dans ces « Rendiconti », 
j'ai mis sur le papier une petite addition à ce qu'il y dit au sujet des 
fonctions de plusieurs variables. 

Évidemment, le théorème général sur la représentation analytique 
des fonctions continues doit porter sur les fonctions définies dans un 
ensemble quelconque de points. Or on réduit immédiatement, comme 
d'ailleurs M. Picard Va déjà fait remarquer, ce problème à l'autre, plus 
élémentaire, où la fonction est donnée et continue dans un domaine de 
la forme a ^ x ^b, ^^' ^y ^b' *), si on peut compléter la déter- 
mination de la fonction sur un domaine de cette dernière forme, sans 
faire préjudice à la continuité. 

C'est là un problème qu'un de mes élèves, M. G. Setterberg, 
conduit par un ordre d'idées tout différent, a essayé d'approfondir, dans 
sa Thèse parue en suédois. Voici, avec quelques simplifications, la solu- 
tion donnée par M. Set ter ber g. 

D'abord, pour préciser la terminologie, convenons de dire qu'une 
fonction, déterminée en tous les points d'un certain ensemble de points 
appartenant à un domaine fini du plan, est unifonnémcni continue dans cet 



*; Nous nous limiterons au cas de deux dimensions, qui suffit pour élucider toutes 
les difficultés du problème. 
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ensemble, si, à toute quantité positive S on peut coordonner une autre 
e de manière que la différence des x'aleurs que prend la fonction en deux 
points est inférieure à S, dès que la distance des deux points est infé- 
rieure à c. 

Nous dirons que la fonction est continue dans Ventourage d'un cer- 
tain point d'un ensemble, si la même chose que précédemment a lieu, 
l'un des deux points étant le point donné. 

Cela posé, on sait qu'une fonction, qui est continue dans l'entourage 
de tous les points d'un ensemble /rrm/, est nécessairement uniformément 
continue dans cet ensemble; et c'est à cause de ce théorème-ci que l'expres- 
sion uniformément continue est presque inusitée quand il s'agit des en- 
sembles fermés. 

On sait encore qu'une fonction, qui est uniformément continue dans 
un ensemble quelconque de points, peut toujours être complétée, et d'une 
seule manière, de sorte qu'elle reste continue dans l'ensemble qu'on ob- 
tient en adjoignant à l'ensemble donné tous ses points limites. 

Ces préliminaires établis, le théorème que nous voulons démontrer 
s'énonce en ces termes: 

Soit E un ensemble quelconque de points contenu dans un carré C, ä 
soit ç une fonction déterminée aux points de E ä uniformément continue 
dans E, Il est toujours possible de définir dans C une fonction 4> qui est 
égale à (f en tous les points de E et qui est continue dans C. 

Pour b démonstration, nous introduirons l'ensemble fermé F, qu'on 
obtient de l'ensemble E en y adjoignant tous ses points limites, et nous 
compléterons d'abord la fonction 9 de manière qu'elle devienne continue 
sur F, ce qui, comme nous venons de le dire, ne peut se ÙLire que 
d'une seule manière. 

Nous diviserons, à l'aide de droites parallèles aux deux paires de côtés 
du carré C, ce carré en quatre parties égales que nous nommerons dans 
h, suite «carrés du i" ordre». Ceux de ces carrés qui ne contiennent^ 
ni à l'intérieur ni sur le contour, aucun point de l'ensemble F, nous les 
mettrons de côté, pour former avec eux, et d'autres carrés analogues , un 
ensemble Q, 

Les autres carrés du i^ ordre — ceux qui contiennent des points de 
F — seroitf divisés de nouveau, chacun en quatre carrés égaux, u carrés du 
2* ordre », et nous adjoindrons à l'ensemble Q torn ceux de ct% nou- 
veaux carrés qui ne connaonent, ni à Tintérieur ni sur le contour^ au- 
cun point de F. 

Rmid. Ciri. MsUrn. FmUrm^, c XIV (ifor*), ^ §tMmfûtb il il j||^/»t// tfotf, ff 
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On imagjuie ce procédé contmaé indéfiniment de la même manière. 

Envisageons maintenant l'ensemble 5 formé avec tous les sommets 
des carrés appartenant i f ensemble Q* Il ^^ évident que TensemUe dé- 
rivé de l'ensemble S est formé par tous les points de l'ensemUe F, ^ 
sont simés i la limite de cet ensemble. Désignons cet ensemUe dérivé 
par T. 

Nous résoudrons le problème que nous nous sommes propùsè en 
déterminant la fonction 4 d'abord sur l'ensemble 5L 

Puisque les points de 5 ne font pas partie (te TensemUe F, il est 
évident que tout point de 5 est sommet de quatre carrés diflférents £n- 
sant partie de Q. Ces quatre carrés étant en général de diffiient acàn, 
soit r le plus grand ordre qui est représenté au pdnt que nous consi- 
dérons nous dirons pour abréger que ce point Im-même est du r^ ordre. 

Si nous envisageons un carré qui a la même onentanoa par rap- 
port au point considéré que le carré adjacent d'ordre maximum r (ou 
que l'un d'eux, s'il y en a plusieurs) et dont le côté est le double du cAté 
de celui-ci, ce carré contient nécessairement, i l'intérieur ou sur le con- 
tour, des points de l'ensemble. En effet, sans cela, il ne contiendrait non 
plus de point de l'ensemble F et alors ce carré d'ordre (r — i)^ au- 
rait été adjoint i l'ensemble Q lors de la (r — i)^ opération, et n'au- 
rait pas été divisé en des carrés de l'ordre r. 

En ces points de Tensemble T, les valeurs de la fonction ç, com- 
plétée comme nous l'avons dit ci-dessus, sont comprises entre une limite 
inférieure et une limite supérieure. Nous pouvons fixer arWtrairement la 
valeur de la fonction ^ au point considéré, avec cette seule conditioa 
qu'elle doit être comprise entre ces mêmes limites. 

La fonction 4^ que nous avons ainsi définie aux points de VensembU 
S (et que nous désignerons, quand ü faut distinguer, par ^^5) est unifor- 
mément continue dans cet ensemble. 

En effet, soient P, et P^ deux points quelconques de S, d'ordre r, 
et r, respectivement. 

Désignons la distance de ces deux points par t), et les projections, 
prises positivement, de cette distance sur les directions fondamentales de 
notre système de carrés, par rj' et to". Désignons de plus le côté d'un 

carré du r"* ordre par a^ , de manière que a^ = — 2. ; on aura 
ou ar, Z. ti ou Or^ Z. >i", 
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et de même 

ou ^a^>ï' ou Ar, ^>ï". 

En effet, un carré d'ordre r, avec un sommet au point P, ne peut pas 
contenir le point P^ i son intérieur, et vice versa. 
Par conséquent 

(l) flr, ^ n, ^a ^ »ï- 

Envisageons maintenant les points de l'ensemble F, qui, comme nous 
l'avons montré, sont situés sur un carré d'ordre r, — i contigu au point 
P, et ceux qui sont simés sur un carré d'ordre r^ — i contigu au point P,. 
On peut choisir deux de ces points, un de chacune des deux catégories 
nommées, tels que la différence des valeurs correspondantes de la fonc- 
tion f soit supérieure à la différence des valeurs de la fonction ^ aux 
points P, et P,. 

Soit Ç la distance de ces deux points, et soient V et Ç" les projec- 
tions de cette distance. On aura 

Combinant avec les inégalités (i) et remarquant que 

Öfa-i = 2 Ar, , 

on obtient 

et par conséquent 

Soit maintenant e une quantité positive arbitraire. Choisissons (ce 
qui est toujours possible, puisque la fonction f est supposée uniformé- 
ment continue dans l'ensemble E) la quantité positive S de telle manière 
que la différence entre deux valeurs de 9 soit inférieure à e dès que les 
points correspondants sont distants de moins de $. 

Alors la différence de deux valeurs de la fonction f complétée sur 
l'ensemble F (et a fortiori sur l'ensemble T) sera encore inférieure ou 
égale à s, dès que les points correspondants seront distants de moins de ^. 

Par conséquent la différence des valeurs de la fonction 4» aux points 
P, et P, est inférieure ou ^ale à 8, dès que ?[ < ^i donc dès que n, 

qui signifie la distance des deux points, est inférieure à — p: . 

5/2 



afa t. »aiA^ifiii* 



Il esi donc 4h t wn f y f que la foncdoii # est anifo o n émeat ^A'^f fnf 
dus PeosemUe 5L 

II' s^eosuit des nrfmct ccxisMlèritioiis gm k fe n t rt i oi i # mie g^ ffftynie 
dans PeosemUe 5 -f- 7* «i oo lui donne am pqints de T les valems de 
la fonction f comfiMt. sur F. 

Compièions maintenant cette fondions Sabord sor les oonfioors de 
tons les carrés fidsant partie de PensemUe Q^ en la idssnt varier finéik 
rement entre deoz points voisins de Pensemble S* Piûs oomplfcttxis- 
k à l^tfarieur des carrés à Paide ^one fonction harmoniqpie prenant 
sur le oontoor les valeurs ainsi détenninées. 

La fonction ainsi com^étée conserve^ pour tnnt carré de 1 ensembk 
j2i les mêmes limites infttieare et sopérieore de ses vakan^ ^'avant k 
complfflffiiient« 

Enfin, ans points de F, noos faons la fonction # é|tale à k fonc- 
tion f cooqdétée. 

Notre fo n c tion 4 est maintenant déterminée en tons les points do 
carré C» 

Kons démontrms en eflEiet aisément qi^eOe est continue dans Pen* 
toorage de tout point de ce domaine. 

Un pomt de C peut être, en effet, rapporté à l'une des quatre 
catégories suivantes: 

Ou il est situé i l'intérieur d'un des carrés de l'ensemble Q. Dans 
ce cas nous savons par définition que la fonction 4 est continue dans 
l'entourage du point 

Ou bien, il est situé sur le contour d'un tel carré. Dans ce cas nous 
pouvons diviser l'entourage du point en deux ou en quatre parties ap- 
partenant à des carrés différents, et en chacune de ces parties, y com- 
pris les lignes de démarcation, la fonction est continue. 

Ou bien, notre point peut appartenir à l'ensemble T. Dans ce cas, 
si nous prenons un entourage de ce point limité par deux paires rectan- 
gulaires de droites parallèles figurant dans la division du carré C que nous 
avons entreprise, et que nous envisagions séparément la partie de cet en- 
tourage qui est extérieure et celle qui est intérieure à l'ensemble F, l'o- 
scillation de la fonction définitive 4 dans la première partie de cet en- 
tourage est ^;ale à l'oscillation de la fonction intermédiaire que nous 
désignons par ^s-^-t ^^ V^ ^^ définie seulement aux points des ensem- 
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bles s et r réunis. Dans la seconde partie de l'entourage, qui d'ailleurs 
peut manquer, la fonction ^ est ég^e à la fonction (fp. 

Or, les fonctions ^s-t-T ^^ 9f ^^^^ toutes les deux continues. Donc 
la fonction ^ est aussi continue dans l'entourage d'un point de l'en- 
semble r. 

Enfin notre point peut être situé à l'intérieur de l'ensemble F. Dans 
ce cas, on a, dans l'entourage du point, <^ = ç^ , ce qui est une fonction 
continue. 

Notre fonction ^ est donc continue dans l'entourage de tout point 
du carré C, et, comme elle est égale à la fonction 9 aux points de 
l'ensemble £, c'est précisément une fonction telle que nous la cherchons. 

Stockholm, 3 juillet 1900. 

E. Phragmén. 
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D lutto da cui fu colpita questa nostra Accademia, il 13 dicem- 
bre 1897, colla perdita del suo venerato presidente Br loschi, non fu 
soltanto lutto di collabi a lui legati da antica e devota amicizia, né di 
studiosi avvezzi a meditare e ad anunirare le opere del maestro, ma fu 
lutto universale e profondo della scienza e del pensiero nazionale. 

Mi è di grande conforto riportare qui subito, in prova di quanto 
affermo, alcune delle parole dette in commemorazione di lui, davanti 
all'Accademia delle scienze di Parigi, dal principe dei geometri francesi, 
dall'illustre H er mi te: «La carriera percorsa dal nostro eminente con- 
afra tello », cosi TH ermi te, «è stata una delle più onorevolmente ope- 
« rose di cui rammenti la storia scientifica del tempo nostro. Per quasi 
« mezzo secolo i suoi lavori si succedettero senza interruzione in ogni 
« ramo della scienza matematica, lasciando ovunque l'impronta indelebile 
« della sua gagliarda genialità. Al primo aprirsi di questa splendida car- 
« riera, quando siffatti studi, poco coltivati in Italia, non avevano altro 
«organo che il giornale romano di Tortolini, Brioschi vi inserì 
« lavori che lo rivelarono di botto geometra di prim'ordine. Queste pub- 
« blicazioni gli valsero il raro ed invidiabile vanto di dare un impulso 
« potente alla scienza matematica del suo paese. Per l'influsso di lui, essa 
« prese il posto che le spettava e fece bella mostra di sé negli Annali 
« di matematica da lui diretti e recati ben presto all'altezza delle più co- 
« spicue pubblicazioni periodiche di Francia, di Germania e d'Inghilterra. 
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« La vita scientifica di lai divenne cosi un esempio pei suoi discepoli e 
« la stima universale che circondò il suo nome valse d'incoraggiamento 
« a quelli che ne s^uirono le orme; egli ha meritato che Tltalia si pro- 
« fessi riconoscente a lui dell'illustrazione ch'essa ora riceve dalle sue 
a scuole matematiche ». 

Queste nobili parole rispecchiano nel modo più esatto e più degno 
l'opera indefessa data agli studi italiani dal nostro lacrinuto Collega. La 
tendenza della quale ha tanta affinità, anzi medesimezza, con quella cui 
deve anzitutto inspirarsi l'attività d'un' Accademia nazionale qual'è la nostra 
(per adempiere ai fini onde se ne legittima l'esistenza), che è doppiamente 
doveroso per noi consacrare pubblicamente la memoria di chi seppe, in 
tempi infelici e per sola virtù propria, preparare cosi bene il terreno che 
noi siamo ora chiamati a fecondare con tutti gli aiuti che può dare un 
Governo nazionale, conscio dei bisogni intellettuali della moderna società. 

Francesco Brioschi nacque a Milano il 22 dicembre 1824 ed 
ottenne a Pavia la laurea dottorale nel 1845, dopo di che si diede in 
patria al tirocinio pratico allora prescritto per l'esercizio della professione 
d'ingegnere. Ma gli studi matematici fatti a Pavia sotto la guida dell'il- 
lustre Bordoni lo avevano vivamente appassionato per la scienza pura 
e per le sue applicazioni fisiche e meccaniche, e l'assistenza illuminata ed 
affettuosa d'un benemerito patrizio milanese, del valente ed erudito geo- 
metra Gabrio Piola, valse grandemente a mantenerlo e ad infervo- 
rarlo in codesta sua propensione agli ala studi. I tempi volgevano allora 
assai tristi per tutti, ma specialmente per chi aspirava a coltivare le scienze. 
L'insegnamento teorico era in generale monco e poco profondo e la 
parte applicativa ridotta ai rudimenti bastevoli solo per le più meschine 
esigenze del tecnicismo. Fortunatamente Brioschi aveva trovato in Bor- 
doni un eccellente istitutore nell'analisi generale ed in Piola un non 
meno eccellente introduttore in quelle grandiose applicazioni che ne erano 
state fatte da Lagrange, da Fourier, da Poisson e da Cauchy, 
talché gli fu facile, mercè le doti ammirande del suo ingegno e, prima 
fra tutte, mercè quella sua straordinaria facoltà d'assimilazione rapida e 
profonda, mettersi in breve nel pieno possesso dell'amplissimo dominio 
conquistato agli studi fisico-matematici da quegli illustri campioni della 
scienza italiana e francese. 

Senonchè un felice istinto lo avverti che neppur questo dominio 
bastava a rappresentare tutta la scienza del suo tempo e lo spinse ad 
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allargare la cerchia delle fonti, estendendola alla produzione recente delle 
altre nazioni più progredite, massimamente della Germania e dell'Inghil- 
terra. Ed in dò fu veramente ed altamente benemerito della cultura ita- 
liana, giacché allora e sempre, colla parola e coU'esempio, non cessò mai 
d'instillare nei giovani il sentimento della necessità d'una larga base di 
studi, sentimento che ora ha messo, mercè sua, radici salde ed incrolla- 
bili fra noi e che ha creato una fecondissima corrente di solidarietà fra 
la produzione scientifica italiana e quella di tutto il mondo civile. 

Cosi agguerrito di larghi e forti studi, cosi bene orientato nel va- 
stissimo campo delle ricerche che occupavano, verso la metà del nostro 
secolo, i più valorosi matematici d'Europa, egli si trovò chiamato ad in- 
s^;nare meccanica nell'Università di Pavia e diede tantosto inizio ad una 
smisurata attività scientifica, che durò quanto la sua vita e che segnò 
un'era di gloriosissimo risveglio per le scienze esatte in Italia 

Dare un'analisi, anche sommaria, di codesta sua cosi svariata ed esu- 
berante produzione sarebbe cosa non solo disadatta al luogo ed alla cir- 
costanza, ma superiore alle mie forze. Epperò non potrò che passare in 
rapidissima e stringatissima rassegna l'opera sua di scienziato, per quel 
tanto solo che basti a delinearne le impronte ed i caratteri generali; chie- 
dendo venia se malgrado il desiderio, in me vivissimo, di ridurre allo 
stretto necessario questo indispensabile richiamo, non mi riuscirà di can- 
sare per brev'ora il tedio pur troppo inerente alla natura astrusa dei sog- 
getti ed alla stessa asperità del linguaggio d'inevitabile uso. 

Le pubblicazioni scientifiche di B r i o s e h i ascendono a un bel circa 
al numero di 250, da quelle di più decine ed anche di centinaia di pa- 
gine in 4° a quelle di mole e di formato minore. Per la più gran parte, 
anzi ad eccezione di pochissime (concernenti specialmente l'idraulica pra- 
tica), esse riguardano unicamente la matematica pura, che vi è rappre- 
sentata può dirsi in tutti i suoi rami più culminanti. Non è sempre fa- 
cile classificare questi scritti, parecchi dei quali, per una tendenza in essi 
abbastanza frequente e di cui dirò in appresso, toccano ad un tempo di- 
sparatissimi argomenti; ma distribuendoli un po' sommariamente e per 
cifre tonde si può dire che l'Algebra superiore vi è rappresentata da 90 
Livori, la teoria delle equazioni differenziali da 30, quella delle funzioni 
ellittiche da 40, delle abeliane da 30, la geometria analitica e differenziale 
da 30, la meccanica analitica ed il calcolo delle variazioni da 15. 

In ordine di tempo furono questi ultimi i soggetti che attirarono 
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più presto Tattenzione di Bri ose hi, se si prescinde da un lavoro gio- 
vanile sulla dottrina della propagazione del calore, che era già uscito in 
luce nel 1847, due anni, cioè, dopo ch'egli aveva conseguito la laurea 
dottorale e jo anni giusti prima della sua morte. La scomparsa allora 
recente del grande Jacobi, col quale egli aveva tanta afBnità di tempe- 
ramento scientifico, richiamava l'attenzione dei geometri sul grande pro- 
blema delle equazioni dinamiche e della loro integrazione, e questo argo- 
mento si collegava d'altronde intimamente col corso che nel 1850 ^li 
era stato chiamato ad impartire nell'Università di Pavia. Il Brio se hi si 
rivelò ben presto analista valorosissimo coi suoi lavori sul problema d'in- 
tegrazione, come sulle affini teorie delle equazioni a derivate parziali e 
delle equazioni isoperimetriche; né lasciò dì ritornare, anche assai più tardi, 
su quest'ordine di studi, roi bei lavori sull'ellissoide fluido di Di rie hi et 
e sul problema dei tre corpi. 

Anche gli studi geometrici di Br loschi datano dai primi anni della 
sua cirriera scientifica e non cessarono mai di occuparlo in seguito, nel 
duplice indirizzo della geometria eosidetta differenziale e della geometria 
pura ed analitica. Nel primo di questi due indirizzi egli prese le mosse 
principalmente da una famosa Memoria di Gauss, che era passata per 
lungo tempo quasi inosservata, ma di cui allora s'incominciava ad intra- 
vedere la straordinaria importanza. Ebbe parte grandissima nello svolgi- 
mento del tutto nuovo, e divenuto poi sempre più ampio e più svariato, 
che ne trasse la teoria delle superficie ed a questa arrecò molteplici ed 
essenziali contributi. Agli studi di pura geometria s'iniziò sulla classica 
opera, recentissima allora, di Michele Chasles, ma seguendo l'indole 
peculiare del suo ingegno, che lo chiamava di preferenza alle ricerche 
algoritmiche, si rivolse ben presto alle questioni di geometria analitica 
intesa in senso lato, doè svolta col sussidio cosi delle funzioni algebriche, 
come delle trascendenti, e fu felicissimo nella trattazione d'importanti e 
difficili problemi della geometria algebrica e specialmente di quelli in cui 
la geometria e l'analisi gareggiano insieme nel raggiungere, per diversis- 
sime vie, una stessa mèta. 

Ma l'indirizzo in cui Briose hi si slanciò con vera passione e con 
istraordinario successo, dai primi fino agli ultimi anni della sua lunga 
carriera di professore e di scienziato, fu quello delle ricerche sulla teoria 
delle equazioni e sulle nuove dottrine dei determinanti, degli invarianti, 
dei covarianti e delle forme algebriche. Basterebbe già il classico libro dei 

R§HÌ. Cwc. Uûitm. Pakrmo, t. XIV (1900). — Sumpato U 23 agustu 1900. 54 
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Determinanti, che rìsale ai prìmissimì anni della sua vita scientifica e che 
fu tradotto in quasi tutte le lingue eulte, per constatare le eminenti sue 
doti d'assimilazione e d'invenzione, come il profondo e sicuro possesso 
d'ogni più disparato dominio dello scibile matematico. Ma la lunghissima 
serie dei lavori algebrici che tennero dietro a questo primo saggio, già 
bastato a rendere popolare il suo nome, costituisce una vera epopea ma- 
tematica, nella quale egli gareggiò costantemente con Sylvester e con 
Gay ley, da un lato, nell'erigere la colossale teoria delle forme, e con 
Her m ite e Kronecker, dall'altro, nell'aprire alla secolare dottrina 
delle equazioni algebriche quei nuovi e mirabili varchi, che ebbero la lor 
prinu radice nella memorabile scoperta della soluzione dell'equazione di 
5° grado. 

Un altro larghissimo ed elevatissimo campo di studi verso i quali, 
non meno che verso i precedenti, il Brioschi si trovò subito attratto 
dalle sue peculiari attitudini e predilezioni scientifiche, e che del resto si 
collegava necessariamente ed intimamente coU'ultimo dei dianzi accennati, 
fu quello delle funzioni trascendenti, ellittiche ed abeliane, inaugurato da 
Eulero e da Legend re e recato d'un tratto a smisurate altezze dai 
lavori di Abel, di Jacobi e da quelli, allora recentissimi, di We i er- 
st rass. Qui forse più che altrove la materia prestavasi mirabilmente a 
quel suo genio, omai maturo, di analista supremamente classico, e qui 
era egli già entrato gloriosamente nell'arringo, mettendosi d'un subito in 
prima linea coi valorosissimi, quando i fortunati eventi del 1859 lo so- 
spinsero d'un tratto a svolgere in altri campi e sotto altre forme le forze 
esuberanti del suo ingegno, chiudendo cosi quello che ben può dirsi il 
periodo eroico della sua operosità scientifica. 

n qual periodo non durò più che un decennio, ma bastò a circon- 
dare per sempre il suo nome d'un'aureola di gloria purissima, cosi presso 
di noi come presso tutte le nazioni ove è in onore la scienza e la ri- 
cerca incessante del vero. Senonchè, anche in tutto il tempo di poi e 
frammezzo alle più gravi ed assorbenti cure politiche ed amministrative, 
frammezzo alle più stringenti e dolorose ansietà di intraprese non sempre 
fortunate, egli non cessò mai di tener fiso amorosamente lo sguardo 
nella scienza prediletta, cosi da favorirne in tutti i modi la diffusione ed 
il progresso nel nostro paese, molto aggiungendo coll'opera sua propria 
al moltissimo già prodotto e mantenendo fama indiscussa di geometra di 
primissimo ordine. Fino all'ultimo suo giorno mai non lasciò di lavorare 
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per la sdenza, takhè lo vediamo presentare una sua sottile disquisizione 
analitica al Congresso intemazionale dd matemadd tenuto lo scorso anno 
a Zurigo ed anche dopo la sua morte apprendiamo che stava gii da 
tempo componendo un volume in 4** sulle funzioni iperellittiche, di cui 
dava a stampare i fogli man mano che gli veniva fatto di condurne a 
buon termine la redazione e giungendo eoa fino al tredicesimo fc^tiou 
Né ancora sappiamo se di questo cosfHcuo lavoro, che penetra, senza 
quasi alcun preliminare, nei jiii reconditi recesa d'una diffidlissima e 
modernissima dottrina, non restino per gran ventura altri materiali gii 
elaborati ed atti alla stampa, fra i manoscritti lasciati dall'autore *). 

E dopo questa rapidissima rass^na dell'erediti intellettuale di Fran- 
cesco Brioschi, rass^;na a&tto inadeguata pur troppo alla sua stra- 
ordinaria ricchezza, ma che qui non mi sarebbe stato lecito (se pur mi 
fosse suto possibile) spingere a maggior copia di particolari, si desidereri 
forse sapere, da tutte quelle eulte e gentili persone che, senza professare 
gli studi esatti, vorrebbero pur farsi un più preciso concetto d'un autore 
cod celebrato e che ha lasciato di sé un'orma cosi profonda ndle menu 
dei dotti e nei cuori degli allievi e dei coU^ii, si desidereri, dico, sapere 
qual fosse l'iudole intrinseca e propria del pensiero e dell'opera del nostro 
compianto Presidente. 

Vi è in primo luogo un carattere peculiare che domina in ogni suo 
scrino e che, sebbene tocchi soltanto il lato tecnico ed esteriore della sua 
attiviti di ricercatore, si coll^ nondimeno abbastanza intimamente con 
tutto l'indirizzo della mente di lui. Nella seconda meti di questo secolo 
si è andata accentuando, in matematica, una tendenza che deve forse le 
sue prime origini a Lagrange, che fu incoraggiata dai metodi di Gauss 
e di Dirichlet, ma che ricevette il suo più ampio e decisivo svolgi- 
mento dalle speculazioni di Cauchy e di Riemann. Questa tendenza 
consiste nel relegare in seconda linea, rìducendolo ad ufficio meramente 
esecutivo, l'apparato algoritmico che le nuove ricerche necessariamente 



*) Qui il Beltrami era stato indotto in errore dà unìnesatta informaiione. 
I fogli giacenti presso la tipografìa-editrice degli Annali di Matemttict sono esclusiva« 
mente quelli delle copie a parte della Memoria Sulla teorica àdU funzioni ip$rêuHHckê 
di primo ordine stampau nel marzo 1887 e pubblicata nel tomo XIV (pp. a4 1-544) 
d^ AnnaH (serie II;. La Memoria doveva essere continuata, ma i materiali pel com- 
pimento o non esbtettero mai o sono suti distrutti (L Ckimona). 
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conducono a sempre maggiore complicazione e nel mettere invece al 
posto d'onore la deduzione puramente logica, aprioristica, dei principi 
che devono guidare il calcolatore alle formule in cui si traduce la solu- 
zione d'ogni determinato problema che la scienza si propone. Per tal 
modo queste formule, quand'anche possano apparire irte ed involute, non 
son più tali per chi sappia quale è il concetto primordiale onde scaturi- 
scono e quale la serie delle logiche elaborazioni di tale concetto per cui 
si giunge necessariamente e, per co^ dire, meccanicamente alla determi- 
nazione delle formule stesse. Or bene, a questo nuovo orientamento della 
ricerca matematica, a cui hanno partecipato in assai diversa misura le 
varie scuole europee, poiché eflFettivamente vi influiscono in un certo 
grado anche le diversità etnografiche di atteggiamento intellettuale, il 
nostro Brio se hi non ha preso parte alcima. Egli si è sempre mante- 
nuto fedele all'indirizzo prettamente classico, che s'impersona nei grandi 
nomi di Eulero e di Jacobi, versando a piene mani in ogni sua ri- 
cerca il tesoro inesaurìbile delle sue formule agili e penetranti e conse- 
guendo fama indisputata d'insuperabile virtuosità nel maneggio d'ogni più 
raflinato strumento dell'arte analitica. Non è già che gli ripugnasse l'ap- 
pello all'azione diretta del pensiero matematico, o che di questo diffidasse, 
o che l'uso gliene rìesdsse meno spontaneo e naturale; egli è che a lui 
mancava la ragione prima dell'abbandono dei metodi tradizionali, lo sgo- 
mento cioè delle lunghe ed intricate calcolazioni; queste furono sempre 
un giuoco per lui, che vedeva chiaro attraverso una selva di formule 
come attraverso im limpidissimo cristallo. Ed a quel modo che sono le 
mani dell'abile musicista, frammezzo al vertiginoso rincorrersi delle note 
ed al succedersi irrequieto delle modulazioni armoniche spicca sovrana 
la melodia, che incede tranquilla e serena, cosi egli sapeva far scaturire 
netto e preciso il risultato analitico cui mirava da un apparato formida- 
bile di simboli, artificioso si, ma riboccante di eleganza e dì artistica 
simmetria. 

Questa peculiarità dello stile matematico del Br loschi non tocca 
tuttavia, come dicevo, che il lato tecnico della sua produzione scientifica; 
essa non basta ad illustrare le modalità più significanti e più riposte della 
sua attività intellettuale, nei rapporti di questa colla scienza pura, come 
con quelle molte altre manifestazioni in cui fu vista campeggiare ed im- 
porsi la sua potente personalità. Per caratterizzare più intimamente la 
natura del suo ingegno io non saprei far meglio che risalire a quel bo- 
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nario ma sagacissimo raffronto che è fatto nei Pensieri di Pascal frai 
due opposti indirizzi in cui suole più comunemente svolgersi l'attività 
delle menti umane; indirizzi i quali, se sono ben lontani dall'esaurite l'in- 
finita varietà degli intelletti di quaggiù, rappresentano pur tuttavia due 
forme spiccatamente diverse della loro spontanea e normale manifesta- 
zione. Vi sono, secondo Pascal, due specie di tendenze intellettive, l'una 
delle quali conduce a sviscerare profondamente le conseguenze d'alcuni 
principi, ed è ciò che egli chiama lo spirito geometrico (o meglio, di- 
remmo ora noi, lo spirito che informa tutte quelle scienze che si sogliono 
designare coll'epiteto di esatte); l'altra conduce invece a ben comprendere 
ad un tempo un gran numero di principi diversi, senza confonderli in- 
sieme, ed è ciò ch'egli chiama lo spirito fine. Il primo è forza e dirit- 
tura di mente, l'altro è larghezza e versatilità d'ingegno, e l'uno può 
stare, anzi di solito sta senza l'altro, giacché la mente può essere forte 
ma unilaterale, come può essere versatile ma fiacca. 

Vi è una straordinaria differenza, sanità a dire Pascal, fra i campi 
nei quali si esercitano queste due opposte tendenze. Nell'uno i principi 
sono evidenti ed incontrastabili, ma sono remoti dall'uso comune; non 
si ha di solito l'occasione, né l'abito di pensare ad essi; ma se appena 
si considerano con qualche attenzione, si v^;gono per dir cosi di facciata 
e bisognerebbe avere proprio le traveggole per non ragionare dirittamente 
su premesse cosi lampanti e cosi massiccie da non lasciare guari possi- 
bilità di abbaglio. Nell'altro campo invece i principi sono d'uso comune, 
stanno davanti agli occhi di tutti, non occorrono sforzi né lunghe ri- 
cerche per rintracciarli, basta aver buona vista : ma bisogna che questa 
sia buona davvero, giacché essi sono in cod gran numero ed, appaiono 
cosi sottili e cosi sfumati che é quasi impossibile che alcuno non passi 
inosservato. Ora basta negligerne un solo per cadere nell'errore, laonde 
non solo bisogna che l'occhio sia ben acuto per ravvisarli tutti, ma bi- 
sogna poi anche che il raziocinio sia ben saldo per non incespicare nelle 
deduzioni che se ne devono trarre. 

E qui Pascal analizza sottilmente ed un cotal poco anche umori- 
sticamente le diverse attitudini mentali che presiedono all'una od all'altra 
tendenza ed i diversi metodi di ' ragionamento che si rendono abituali 
nell'esercizio dell'una o dell'altra, per concluderne essere sommamente 
raro che i geometri sieno fini ed i fini geometri, poiché i primi vorreb- 
bero procedere metodicamente per definizioni e deduzioni là dove la ma- 
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teria non si presta affatto a ciò, ed i secondi, avvezzi a giudicare per 
intuito, restano cosi stupefatti e disorientati quando si trovano di fronte 
ad enunciazioni insolite ed a considerazioni aridamente precise, che ne 
rifuggono ben presto svogliati e stanchi. 

Ora questo cosi raro accoppiamento dì due tanto opposte e tanto 
preziose facoltà si trovò per l'appunto mirabilmente attuato, per felice 
disposizione di natura e per assiduo esercizio di volontà, nella mente del 
nostro Brio s e hi, del quale si può dir quindi con tutta esattezza, usando 
il linguaggio di Pascal, che fu davvero un geometra fine. 

Esplicata nel campo stesso della scienza pura, questa finezza, cioè, 
secondo la riportata definizione, questa facoltà di ben comprendere ad 
un tempo molti prìncipi diversi senza confonderli fra loro, gli ha servito 
ad impadronirsi rapidamente e profondamente di quasi tutte le partì della 
scienza, cosi da non restarne alcuna in cui non fosse considerato maestro 
e da moltiplicare talmente ì contatti fecondi dell'opera sua propria con 
quella di quasi tutti gli analisti contemporanei da cons^uire un grado 
eccezionale di notorietà e quasi direi di popolarità, nel più eletto senso 
della parola e nella più ampia cerchia dì studi e di studiosi» Ma sopra- 
tutto questa sua finezza gli valse mirabilmente a cogliere un'infinità di 
rapporti, non prima sospettati, fra disparatissimi capitoli della scienza ed 
a far convergere imprevedutamente sopra una questione faticosamente 
discussa dagli specialisti una luce vivissima, irradiante da conoscenze a da 
concetti d'un ordine che si sarebbe dovuto credere interamente diverso. 
Della qual segnalata e caratteristica atutudine, che concorre a rendere 
men facile, come dicevo, la classificazione dei numerosi suoi scritti, è 
esempio splendido la vittoriosa sua comparsa sull'arduo campo delle equa- 
zioni di 5° grado. 

Esercitata invece sul terreno delle scienze applicate questa medesima 
finezza permise a Brioschi di penetrare senza sforzo, e quasi dì primo 
acchito, nell'indole propria di queste scienze, per l'appunto, anzi più spe- 
cialmente in dò ch'esse hanno di essenzialmente disforme, e quasi di 
repugnante, dall'indirizzo geometrico puro. Cosi avvenne per esempio 
nell'idraulica, dove, fin dai primi anni della sua carriera scientifica, dando 
alla luce una Memoria postuma del suo maestro Pio la, egli condensò 
nella dottissima prefazione che ad essa premise una diligentissìma storia 
critica delle ricerche fatte in Itaha, nella prima metà di questo secolo, 
intorno al moto delle acque: storia che brilla per maturità e sicurezza 
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di vedute in una parte così difficile, eoa complessa e didam pure eoa 
controversa deUa scienza applicata. E riprendendo più tardi, con intenti 
più direttamente applicativi e con larghissima e ragionata conoscenza di 
quanto si era andato accumulando, in fatto di esperienze idrauliche, in 
ogni parte d'Europa e nell'America del nord, recò ndla materia, insieme 
colla consueta abilità dell'analista e del calcolatore, tutti gli avvedimenti 
d'un osservatore acutissimo, d'un tecnico consumato e perfino d'un vero 
e proprio esperimentatore, dettando i programmi e le norme di apprez- 
zadssime operazioni idrometriche (di cui i tecnici vivamente desiderano 
veder pubblicata la Relazione), suggerendo l'uso di appropriate formule 
empiriche per la portata dei fiumi, prendendo parte in persona a labo- 
riose misure idrometriche e lasciando insomma fama d'idraulico non im- 
pari ai molti preclari che si succedettero, in serie più che secolare, nella 
gloriosa nostra storia scientifica. 

Ed a questa stessa versatilità di mente devesi principalmente ascri- 
vere la partecipazione vivissima ed altamente meritoria che Briose hi 
ebbe nel nuovo organismo dell'alto ins^namento tecnico fra noi. Presso 
un popolo nel quale, come forse in tutte le razze latine, l'idealità scien- 
tifica non ha culto intimo ed universale, ma è solo apprezzata dai più 
in quanto porge sostegno ed alimento alle finalità professionali, e nel 
quale d'altronde il tecnicismo era, all'epoca della nostra resurrezione po- 
litica, decisamente inferiore a qualunque possibilità di competizione colle 
energie straniere. Bri ose hi afferrò rapidamente il concetto di rialzare 
le sorti industriali ed economiche del paese, dando al tempo stesso una 
giustificazione indiretta ma stringente del culto dovuto alla scienza pura. 
Ma se tale veduta era degna dell'uomo e del momento, non m^no mi- 
rabile fu la chiarezza e l'aggiustatezza dei concetti che presiedettero all'e- 
secuzione, in ispecie col riconoscimento di quella profonda diversità di 
metodi che doveva regnare nell'insegnamento delle scienze esatte se im- 
partito con intenti applicativi e di quella necessaria e continua mobilità 
di studi e di ordinamenti che doveva costantemente accompagnare, e tal- 
volta precorrere, le sempre mutabili esigenze della vita industriale. I titoli 
amplissimi di Bri ose hi alla riconoscenza nazionale per quest'opera sua 
sono stati diffusamente esposti ed illustrati dai non pochi biografi che mi 
hanno preceduto ed in ispecial modo dal più competente e dal più be- 
nemerito dei collaboratori di lui, dal nostro collega onorevole Colombo, 
che mi ebbe a condiscepolo nelle indimenticabili lezioni di meccanica date 
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già a Pavia dal compianto maestro. E la stessa grandezza dell'ammira- 
zione che suscitò fra i pratici l'opera data all'insegnamento tecnico da un 
cosi squisito e purissimo geometra è la più solenne riprova di quella 
finezza ed agilità di pensiero che io ravvisavo quale carattere dominante 
nelle creazioni scientifiche di lui, come in ogni altra estrinsecazione del 
suo alto intelletto. 

E che dire dell'incalcolabile somma di lavoro accumulato in pro' del 
nostro paese nell'incessante alternarsi delle funzioni che, dopo la fonda- 
zione del Politecnico di Milano, egli ebbe ad esercitare, sia come primo 
organizzatore dell'Istruzione pubblica, dei Lavori pubblici e dell'Agricol- 
tura e Commercio qui in Roma nel 1870, come Presidente della Com- 
missione per lo studio del bacino idraulico del Po, come dirigente Tm- 
chiesta sulla situazione economica di Firenze, quella sulla Marina mer- 
cantile e la ponderosissima inchiesta ferroviaria; sia come collaboratore 
assiduo ed illuminato degli studi per il nuovo Catasto e per la perequa- 
zione fondiaria, come membro vigilante ed instancabile della Giunta per- 
manente di Finanza del Senato, come analizzatore accurato di gravissime 
questioni tecniche, quali quelle della succursale dei Giovi e dell'acque- 
dotto del Serino; sia finalmente, a tacere d'altre moltissime e svariatis- 
sime fundoni, come Membro preponderante del Consiglio Superiore di 
pubblica istruzione per un periodo di più che trent'anni, come Direttore 
per un non minore periodo di tempo degli Annali di Matematica da 
lui rialzati e recati ad onorevolissimo grado nella gara internazionale di 
divulgazione e di progresso degli alti studi matematici, e come Presidente, 
per quasi quattordici anni, di questa nostra Accademia di cui seppe te- 
nere sempre alto il prestigio ? Che dire finalmente della perpetua giovi- 
nezza di sua mente, talché niun indizio di stanchezza apparve mai nei 
suoi più tardi lavori, niun pregiudizio di scuola, ninna riluttanza alle dot- 
trine più originali, più ardite e più disformi dalle classiche e tradi- 
zionali? 

Ma se tutti questi meriti, che basterebbero a rendere venerata e cara 
la memoria di molti uomini, attestano il portentoso valore intellettuale 
di Brioschi e quelle che il nostro illustre Vice-Presidente ben a ragione 
chiamò tempra adamantina d'ingegno per chiarezza, potenza di penetra- 
zione e saldezza, non mancano davvero le testimonianze del singoiar va- 
lore morale di lui, che ben potè dirsi uno strenuo campione di quella 
che l'Ammiraglio Saint- Bon chiamava la scuola del dovere! Lasciamo 
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pur stare g^ aiuti costanti ed cfieoiiosi, ^ sämofi cfficsdssìmi, gjE ìdcd- 
ragg^amenti benevoH da loi dati a studiosi d^ogm età e d'ogni materia, 
poiché essi fecero ^ come gjkistamentg osservo on suo gonak bk^rafo, 
che un grande ccmforto, on am f oiio ineflUik lo sostencssr sempre, b 
sicurezza che in lui fidava e da fan s*insfÌT2s-2, grandissima parte dc^ 
studiosi italiani ! Lasciamo andie stare la proverbiale fermezza di lui ndb 
tutela dell'ordine e ddb discq>lina nd suo predikm) Istimto, neOa difesa 
d'ogni sana tradizione didattica ed amministratila in seno al Consi^o 
Superiore della pubUìca Istruzione; ma odiamo qud che dice, suUa sua 
tomba ancora aperta, dinanzi aDa più eletta cittadinanza di Milano, il rap- 
presentante autorevole di queDa dtti, il Sindaco Vigoni: e Carattere 
« franco fino aUa durezza, pronto quanto redso nei suoi giudizi, tacente 
« ed inflessibile nei suoi apprezzamenti, d)be awersan, non d)be nemìd, 
« poiché tutti s'inchinarono davanti aU'devatezza costante dd suoi senti* 
« menti, alla potenza dd suo ingegno, aUa profonditi e vastità della sua 
« cultura, alla sua inesauribile e feconda attività >. Ed un amico di mtta 
la vita lo dice « rigido pur anco ndla sua rettitudine e tuttavìa disposto 
« per ingenita bontà d'animo ad equa indulgenza >. Ed il suo più emi- 
nente collaboratore ndllstituto ag^unge : « fermo soltanto nell'esigere la 
« più stretta disdplina, ma sicuro di ottenerla pur guadagnandosi la rive- 
« renza e l'afetto d^ allievi ». Che più ? Questi stessi allievi che pur 
sapevano la sua mano di ferro, che non di rado firemevano davanti alle 
sue osservazioni perentorie e severe, lo chiamavano sommessamente «zio», 
contemperando felicemente in tal nome i concetti di maestro e di edu- 
catore, di guida e di amico, di rigidezza e di benevolenza che si associa- 
vano, nelle loro menti ^ovanili, al pensiero di lui e dell'azione sua *). 

Quelle due tendenze di cui parla Pascal, la scrupolosa predsione 
geometrica e la versatile finezza dell'ing^no, alleate fra loro e trasmi- 
grate dal terreno intellettuale al terreno morale, si sono fuse in un misto 
di rigidezza benevola, di disinvolta semplicità e di afiabilità indulgente che 
disarma i rancori, trascina gli animi, e, lasciando intatta l'ammirazione, 
va diritto ai cuori degli uomini ! 

Serbiamo lunga e calda fede alla memoria di chi seppe sollevare una 



*) Veggasi la Commemorazione letta dal prof. Ettore Paladini al Collegio 
degli Ingegneri ed Architetti di Milano. 



Rm4. Grt. ÌUUm. PàUtmo, t. XIV (1900). ~ Sumpato il 24 agosto 1900. 
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cod larga e potente onda di sentimenti nobili e generosi. Auguriamo al- 
l'Italia nostra, e per essa alla Maestà del nostro Re, che al grande estinto 
tenne profondo e commovente affetto, di aver sempre intorno a sé, vi- 
venti ed operanti per il bene della Patria, alcune di queste grandiose 
figure, cui scintillano in fronte gloriosamente il genio, l'energia e la bontà! 



EUGENIO BELTRAMI. 

COMMEMORAZIONE 

per 

Luigi Cremona 

Socio delU R. AccadcmU dei Lincei. 



Dagli Atti delle R. Aee^iemU dti Limeêi, «nno CCXCVtl, 1900. — Rendiconto dell' AdomniA solenne del 
IO giugno 1900, onoratn dalla presenza delle LL. MM. il Re e la Regina. 



Sire, Graziosissima RegiìIa, 



Già tre volte nel breve corso di sedici anni la R. Accademia dei 
Lincei fu messa in lutto per la morte del proprio Presidente: Quin- 
tino Sella, Francesco Brioschi, Eugenio BeltramL E tune 
e tre le volte il caso funesto ci colpi airimprowiso, quasi come fulmine. 

Eugenio Beltrami, or sono appunto due anni, era stato da noi 
eletto Presidente con una votazione unanime, che a lui solo, per effetto 
di rara modestia, riuscì di sorpresa. Superato non senza sforzo lo sgo- 
mento dell'animo, schivo di tutto ciò che potesse distorglielo dagli studi, 
egli si sobbarcò ai doveri del nuovo ufficio con quella religione, che 
aveva inspirato gli atti di tutta la sua vita. E cod seppe, in tempo assai 
breve, ricondurre l'amministrazione di quest'Accademia al desiderato re- 
golare e stabile assetto. Di tale opera sua, per lui veramente insolita, 
noi gli dobbiamo essere profondamente grati, non solo perchè è stata 
utile al decoro dell'Accademia, ma anche perchè per essa tg}x aveva si- 
lenziosamente, o forse soltanto con intimo cruccio, e per la prima volta 
in sette lustri consecutiva, sacrificato gli oa della scienza. Compiuta l'im- 
presa, vagheggiava il ritorno alla deliziosa quiete del suo studio, se non^ 
che lo rodeva già una malattia misteriosa per lui e forse anche per gli 
stessi medici : malattia che non gli consentiva il lavoro sereno e tran- 
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quillo. Â un tratto corse la notizia di una grave, impreveduta, operazione 
chirurgica, alla quale si era dovuto assoggettare; e il terzo giorno dopo 
di essa, il 18 febbraio a. e, Eugenio Beltrami, sempre calmo e 
cosciente, esalava l'anima purissima e nobilissima ! Aveva di poco varcato 
il sessantaquattresimo anno; era nella pienezza del suo vigore intellettuale 
e si sperava temporaria la diminuzione delle forze fisiche, poiché fino a 
pochi anni addietro, bello e fiorente d'aspetto, aveva conservato il fascino 
di una gioventù che pareva immune da decadenza. 

Il caso fu cosi repentino, cosi insospettato, che tutti rimasero percossi 
da doloroso stupore. In ogni parte d'Italia e fuori, il Beltrami aveva 
amici e ammiratori; da per tutto si levò un grido di sincero dolore. Lo 
commemorarono con nobili e schiette parole: nel Senato (al quale ap- 
parteneva da soli ouomesi!), il presidente Giuseppe Saracco e l'a- 
mico fedele Ulisse Dini; alla Camera elettiva, Giuseppe Colombo; 
all'Istituto Lombardo, Giovanni Celoria e Carlo Somigliana; 
all'Istituto Veneto, Pietro Cassani; all'Accademia delle scienze di To- 
rino, Enrico d'Ovidio; a quella di Napoli, Luigi Pinto; a quella 
di Bologna, Salvatore Pincherle; Alberto Tonelli a Lucca; qui 
in Roma Valentino Cerruti e Giovanni Frattini; Maurice 
Levy all'Accademia delle scienze di Parigi. Dopo tali e tante voci, la 
mia tornerebbe affatto superflua, se la ricorrenza di questo giorno solenne 
nel quale i Lincei hanno l'altissimo onore di accogliere le Vostre Maestà, 
non c'imponesse il dovere di ricordare i meriti e le virtù del nostro be- 
namato Presidente. Ma poiché le precedenti commemorazioni contengono 
già quanto era più importante a richiamarsi; e poiché, se per dir cose 
nuove mi indugiassi ad evocare le memorie di oltre quarant'anni di in- 
tima amicizia, o mi facessi ardito di entrare nell'esame minuto dei lavori 
scientifici del Nostro (anche solo di quelli in cui avrei minore incom- 
petenza), io varcherei di troppo i limiti di tempo che mi sono concessi 
e offenderei le convenienze proprie di questa solenne tornata, cosi mi 
ristringerò quasi esclusivamente a spigolare e condensare, da ciò che già 
é stato detto, quelle cose che mi sembrano le più opportune ad essere 
ricordate nella presente occasione. 

Eugenio Beltrami nacque a Cremona il 16 novembre 1835 da 
Eugenio B. cremonese e da Elisa Barozzi veneziana, tutt'ora vi- 
vente. Ebbe ad avo paterno Giovanni Beltrami (nato nel 1779 a 
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salvo per un axnKS, 1&4E-49. nrraiir- I nrair il gfnmr aL^ 
deUa guerra in Lombarda, xsenàoMi k naórr jtiLjai: y^ x T^nv-T^ 
ancora fibera, Ucee la ^zxar& p jiiinuiL., ìl ^kì ftimaà" òi& ocx à& 
nome da Maroo Polo. 

Andò poi airUnfFsszi £ Fzrâ e ìl ggrinr« x ^as£L Facdci r^^^ 
tematica ne^ ama vhbgvì 2^53-54, lè-^^-jj, i^jj-jf. >SeL ii:'j:-e:x. 
bre 1853 era csïansD no Crfirgip Geäst: per rrerr: > ■ ■ ■ .■ -■ 1 - 3:^ -vssbo 
di fondazione Ca^rigfincd, ma iid ^âcrâo 1655 ae n: espanso ccr: xjr^^ 
accusao di aver prdDOsso ^sarani z: oâo a] iüczre Aìl Aatonio 
Leonardi, sai quafi inresqgo godlb maagna poËzâL, òe é^ai^ oc«n- 
plotd e rìbdlionì andie fra i dóasB ddla scolaresci. 

La perdila del posm nel CaDeg^ Qnsäcri peg^ò k sireÄne ecc>> 
nomiche gii gravi per la morte ad noano Beltrami, 3 quaîe sìbciiè 
visse aveva provveduto alla nuora ed al nqxxe. Perciò a quesxi divenne 
impossibfle indugiarsi aU^Universiii e sostenervi i oosâdcni esami ii rigore 



•) V«fi Antonio M eneghelli, Giommui Btltrémi imsipu tVi. 
sore in gemme. Ftóor^ 183^ 
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che dovevano precedere la laurea dottorale; e fu costretto a troncare d'un 
tratto la lieta vita di studente ed a portarsi (nel novembre 1856) a 
Verona ad assumervi un impiego amministrativo, ottenuto per le ade- 
renze di uno zio materno *) : l'impiego cioè di segretario particolare del- 
l'ingegnere Di day, direttore dell'esercizio delle strade ferrate del Lom- 
bardo-Veneto. 

Quell'ufficio non desiderato da lui, ma accettato, come quello che 
gli dava i mezzi, venuti totalmente a mancare, di mantenere sé e la madre, 
gli tolse di attendere inoltre a studi e ad esami. E allora cominciò per 
il nostro Beltrami quell'esistenza di severo, inappuntabile adempimento 
de* propri doveri che non si smentì mai, nenmieno per un giorno, sino 
alla morte. 

Quelle strade ferrate erano esercitate da una Società privata, e l'in- 
gegnere Diday, eccellente persona, ebbe*sempre pel Nostro cure bene- 
vole, quasi paterne; tuttavia la polizia austriaca, sospettosa di tutto e di 
tutti, sospettò anche di quel giovane silen2doso e riservato i cui parenti, 
del resto, erano inscritti sul cosi detto libro nero. Con lettera io gen- 
naio 1859 del direttore generale Busche, il Beltrami venne per mo- 
tivi politici licenziato. Se non che, la formna sua si trovò d'accordo con 
quella d'Italia; pochi mesi dopo, il cannone di Magenta rese libera la 
Lombardia, e l'ingegnere Diday trasferi l'ufficio a Milano conducendo 
seco il suo segretario particolare. 

A Milano divenne nel Nostro, irresistibile la vocazione, già presen- 
tita a Verona, verso gli studi matematici; ond'è che, vincendo l'innata 
modestia, egli si fece a domandare i consigli di Francesco Brioschi 
che aveva avuto a professore a Pavia nell'anno 1855-56, ed a cercare 
la compagnia di giovani già avviati negli smdi e nell'insegnamento. Do- 
tato di una coscienza limpidissima, ben rara a venticinque anni, vide in 
piena luce la via che poteva e doveva battere per secondare quella vo- 
cazione. 

Ad un amico egli scriveva nel dicembre i860 nei termini seguenti: 

«... n corso universitario, io l'ho compiuto (parte per leggerezza, 
« parte per quell'indolenza che accompagna ordinariamente il malanimo 
« cagionato dalle frequenti avversità casalinghe) seguendo il malvezzo 



*) Il comm. Nicolò Barozzi, ora direttore del Museo archeologico di 
Venezia. 
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« di studiare qud tanto cbc as£ per vsssacz m~ ssanoL 'P^riscL sn. 
« due anni *) in ormpaTkim ailiaD a^iit calb mc: Tmnmg ^^^^ik: 
(( questa dura prova, formai rtâsansaB: x jriyuhhi o. j: iâ i 'in x fi l i n ai 't 
a la matematica, e (questa è la sok zosa £ mi snu^aiieuit m: Jaôr^ 
a tolsi a studiare con tmxa ^^5*™= msa àdw Jaurx JarmiiaaL J!a£ 
« la geometria, la tr^onooiecrB, Falggra ^ij i fT'gi.r ^ £ ^omt . 
« avrebbe fatto uno dbe ardesse peroKso •nrr'arr^ Farrihs 



a matica ». — Axunge <fi aTcne sj.Kfa\(> £ zakzMD sx£ 1 }i\ja\\ & i^z-^ 
doni, i detenninami £ Brioscliì e haaasA isrc: .^a gBHnta ïa assi- 
litica di Mongq e condHode: mEcco k im wyprTtnrfe frHfTttrrr 
« sento che è molto scarsa. SopnooD se sa aaaE szi caos atmest 
et tamquam tabula rasa ddk docrÌDe y?*«"^ al cabcHC Âélb KwiafÂ'iifj 
«ai lavori di Jacobi e £ Abel, aBc ^y^w?-^ £ Gauss sd&c sìccT' 
« fide, ecc. ». 

Si, la suppdlett3e era scirsa nspeoo jFaäza nca ifia ^pailt eâ 
tendeva; ma non g^ per un gjbvaDe fautum eng asKraoD âc ATcen 
d'un ufficio amministrativo, dbe ogni gìorao pós |^ Dcrva a mb. Per 
liberarsene, cercò un^mpiego ndHosegnamcaSD »coDdaxîoç ssa ^^ m f o- 
stacolo la mancanza ddk borea. Qacsa fa aadie caâxie che ^«Dfise 
respinto (ben tre vdte) dai ooocorsi ai posa £ socsDcaeose nel Gemo 
militare, ai quali s'era presentato, perchè « adf annale linuzizziooe defia 
a patria nostra (com'eg^ si cscfÓEoc in una leneca ad 15 Membre i860), 
a mi doleva al sommo di dovere per circostanze ìnqicrìose, ma ^noce 
a agli altri, restarmi completamente estraneo al movimento universale ». 

A breve andare però, anzi quasi di stando, il valore dd giovane 
matematico si rivelò a chi lo poteva apprezzare, ed d)be il sno premio. 
Due memorie di lui usdrono n^ Annali di Matematica editi a Roma 
dal Tortolini; su di esse fu chiamata l'attenzione dd Brioschi, al- 
lora s^etario generale al Ministero ddl^strozìone; e il Beltrami, sen- 
z'altro, fu con decreto 18 ottobre 1862 nominato professore straordinario 
di algebra complementare e di geometria analitica nell'Università di 
Bologna. 

Svincolato dall'uffido nelle strade ferrate, che aveva tenuto per sci 
anni, e dove s'era guadagnata la stima e l'affetto dei capi e dei coUcghii 
il professore novello, seco conducendo la madre dalla quale non si era 



*) 1 primi due anni di Verona. 
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mai diviso, recavasi a Bologna, e saliva su quella cattedra che era la mèta 
agognata, e che sentiva di poter tenere con onore. 

Ma non passarono molti mesi e già il Beltrami era chiamato ad 
altra sede. Proclamato il Regno d^Italia, il Governo del Re si studiava 
di attrarre i migliori ingegni e i giovani più promettenti alle cattedre 
nuovamente istituite nelle università. Mancato ai vivi nel marzo 1863 il 
Mossotti, a Pisa primeggiava nelle scienze esatte Enrico Betti, ed 
a proposta di lui fu offerta al Beltrami la cattedra di geodesia in quella 
Università, col grado di professore ordinario. L'impreveduta e, per mt- 
t'altri, seducente proposta, per poco non fu, per modestia, ricusata dal 
Nostro. 

Chiese il consiglio ad un amico in questi termini : « Io sarei deter- 
« minato di rifiutare l'offerta fattami dal Betti, per più ragioni. Prima 
« di tutto per la necessità di mutare l'indirizzo dei miei studi, il che porta 
« sempre con sé degli inconvenienti e dei perditempi, tanto più che, par- 
« landomi il Betti di studi preparatori da farsi in un osservatorio, pare 
« che le materie da trattarsi nella nuova cattedra non debbano essere 
« puramente teoriche. In secondo luogo la cattedra di introduzione al 
« calcolo mi piace di più e per la natura dell'argomento che ne forma 
« l'oggetto, e per la maggior latitudine che lascia nella scelta d^ studi. 
« Finalmente mi spiacerebbe occupare un posto che l'opinione pubblia 
« amerebbe meglio probabilmente affidare ad un distinto cultore di studi 
«affini, voglio dire al Codazzi; e che, anche prescindendo da ciò, po- 
tt trebbe essere ambito da professori più provetti di me e già benemeriti 
« dell'insegnamento. Quanto al vantaggio pecuniario che potrei avere dalla 
« nomina a professore ordinario, esso non è che momenuneo, in quanto 
« che io ho a sperare lo stesso risultato dopo un tirocinio più o meno 
« lungo anche nel posto che occupo adesso, e senza abbandonare l'uni- 
« versità in cui ti ho a collega. Comunque sia, non ho voluto rispon- 
« dere al Betti prima d'aver chiesto il tuo consiglio, che ti prego vo- 
« lermi far conoscere liberissimamente ». 

A questa lettera datata da Venezia 16 agosto 1863, l'amico consul- 
tato rispose esortando e persuadendo ad accettare. Ma nei passi ora ci- 
tati, come risplende già l'anima onesta e pura del Beltrami! e come 
quei tempi e quegli uomini erano diversi da tempi e da uomini poste- 
riori, quando fu veduta una folla di postulanti far ressa alle pone del 
Ministero e del Consiglio superiore dell'Istruzione ! 
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n Beltrami cedette ed accettò b cattedra di Ksa, dove si recò ai 
primi dì febbraio 1864. Aveva inst^oato a Bologna per un solo anno 
scolastico; indi, ottenuta licenza per lìndugio, aveva dimorato in Nfilano 
per alcuni mesi (da ottobre a tutto gennaio) che consacrò a studi pre- 
paratori per la nuova cattedra, bvorando con l'astronomo Schiapa- 
relliy salito poi ad altissima fama, onore ddla scienza e dell'Italia. 
« Stiamo calcolando (scriveva e^ il 26 novembre 1863) b compensa- 
« zione della rete trigonometrica che venne formata nel 1843 per servir 
« di base aUa pianta di Mibno. Il problema si riduce a risolvere didotto 
a equazioni lineari a didotto incognite, ed è precisamente dò che da 
« quattro o cinque giorni d occupa esdusivamente, colb spcr2nzi di finire 
« oggi o domani. È un buon esercizio di applicazione dd metodo dd 
« minimi quadrati ». 

A Pisa strinse col Betti una amidzia fraterna, duraa quanto b vita, 
ed ebbe frequente consuetudine col Riemann, che per ragioni di salute 
aveva fissato la sua dimora in queUa dtti : i colloqui con questi due 
eminenti matematid e l'ulteriore corrispondenza epistobre col Betti 
eserdtarono grande influenza sul Beltrami e sull'indirizzo delle sue 
ricerche sdentifiche *). 

Nell'Ateneo pisano non rimase che tre anni scolastid; qud clima si 
mostrò contrario alb salute delb sua diletta madre, cosi che il Bel- 
trami desiderò ed ottenne, nel settembre 1866, di essere restituito al- 
l'Università di Bologna, occupandovi b cattedra di meccanica razionale: 
disdplina codesta verso b quale egli si sentiva, meglio che verso la geo- 
desb, inclinato. In quest'insegnamento e nel clima salubre di Bologna 
egli si trovò soddisfatto e tranquillo per buon numero di anni. 

Nel febbraio 1868 condusse in moglie Amalia Pedrocchi ve- 
nezbna, che gli è stata compagna amorosa e fida per tutta la seconda 
metà delb vita, drcondandolo delle assidue cure del più tenero affetto 
e che ora sopravvive a piangerlo, inconsolabile e derelitta. 

Nd settembre 1870 Roma era stata restituita all'Italia e poi vi si 
era insediato il governo del nuovo Regno. Divenuto ministro dell'istru- 
zione Antonio Scialo ja, questi si accinse con nobile ardore a rialzare 
le sorti dell'Università romana, chiamando valorosi scienziati ad occuparne 

•) Cerruti, nei Rendiconti dei Lincei, 4 marzo 1900. 

Rmd, Ore. Matem. PaUrmo, t. XIV (lyoo). — Sumptto il 28 agosto 1900. té 
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le cattedre vacanti. Dei desiderati e ricercati fu uno il nostro Beltrami, 
il quale si lasciò persuadere nell'ottobre 1873 a * muoversi da Bologna, 
conservata la cattedra di meccanica razionale, come professore ordinario, 
e a^untovi l'incarico di un corso d'analisi superiore. 

A questo mutamento di sede il Nostro era stato però alquanto re- 
luttante: lo tratteneva il pensiero della madre, prevedendo di non po- 
terla trasportare a tanto maggiore distanza dai suoi genitori che essa an- 
cora aveva più che ottuagenari a Venezia; il quale molesto pensiero 
accresceva le dubbiezze proprie dell'indole sua d'uomo tranquillo, tutto 
dedito alla scienza ed alla scuola. Tuttavia lo vinsero per allora le istanze 
vivissime degli amici; ed il Beltrami accettò e colla moglie si trasferi 
a Roma. 

Se non che, non andò molto ch'egli credette aver ragione di pen- 
tirsene. A Roma gli parve che il riordinamento universitario, promesso 
e sperato tale da compensare le agitazioni proprie di una grande città, 
fosse di dubbia e lontana attuazione; lo spaventarono o disgustarono le 
difficoltà del nuovo assetto, minaccianti le sue aspirazioni alla quiete per 
gli studi prediletti; e, peggio ancora, lo impensierirono timori per la sa- 
lute della moglie, alla quale sembrava non confacente l'aria della dttà 
eterna, che per pregiudizi non ancora smentiti si accusava d'insalubrità. 
Perciò il Nostro aperse l'orecchio a seducenti proposte che gli venivano 
da altri Atenei; e siccome da qualche tempo egli aveva rivolto i suoi 
studi alle applicazioni dell'analisi alla fisica, cosi si determinò a chiedere 
e ottenne il passaggio all'Università di Pavia, dove infatti andò nell'ot- 
tobre 1876 ad occupar\d la cattedra di fisica matematica, coll'incarico di 
un corso di meccanica superiore. Non è a dire quanto dolesse ai collabi 
di qui la partenza del Beltrami. Essi l'accompagnarono coU'augurio 
che nuovi casi lo restituissero a Roma in tempo non lontano : ma l'au- 
gurio non fu esaudito che quindici anni dopo, nel 1891 *). 

A Pavia il Beltrami trovò, non clima migliore, ma quiete mag- 
giore ed altri amici, fra i quali carissimo Felice Casorati, che gli 
tenne grata compagnia per quasi quattordici anni.. Un po' più tardi, cioè 
nel 1880, si uni ad essi Eugenio Bertini. Morto immaturamente 
Tottimo Casorati nel settembre 1890, il Beltrami n'ebbe una tri- 
stezza invincibile e sentì l'amarezza dell'isolamento. E poiché e a lui e 
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più all'amata consorte le nebbie del Ticino non erano riuscite cosi pro- 
pizie come sul principio s'era lusingato, si arrese ai rinnovati inviti degli 
amid di Roma. 

Per tal modo a cominciare dall'anno scolastico 1891-92 il Beltrami 
fu restituito all'Ateneo della Capitale, dove rientrò desiderato e acclamato 
da colleghi e da scolari. E con noi rimase sino a che una morte imma- 
tura non ce lo rapi per sempre, infliggendo una perdita gravissima e irre- 
parabile alla scienza ed alla patria. 

Dopo aver narrato la carriera scolastica del Beltrami, dirò bre- 
vissimamente della sua attività scientifica. Egli è stato quello che gli in- 
glesi dicono un self -mode man: non fu l'allievo di una determinata scuola, 
o di questo o quel maestro; dopo i corsi universitari, superficialmente 
saniti, come egli stesso confessava, e dopo alcuni anni di occupazioni e 
lavori burocratici, rifece da capo e da sé solo la sua educazione scienti- 
fica. Egli, sempre modesto, si professava grato a consigli ricevuti; ma del 
resto studiò ed apprese tutto da sé. E studiò cosi bene, cosi poderosa- 
mente e cosi rapidamente che in pochissimi anni si trovò in possesso 
delle dottrine più alte e potè intraprendere e condurre a buon fine diflS- 
cili ricerche originali. 

Nei pochi anni di Pisa, l'indole della sua cattedra lo portò allo studio 
delle superficie nell'indirizzo dato da Gauss; ed in particolare ad occu- 
parsi della teoria matematica delle carte geografiche. Di tali studi diede 
mirabili saggi nelle Ricerche di analisi applicata alla geometria, e nella 
memoria delle variabili complesse sopra una superficie qualunque. 

Egli stesso racconta in una lettera del 25 dicembre 1872 ad En- 
rico D'Ovidio, come fosse condotto a cercare le superficie rappresen- 
tabili sopra un piano per guisa che le loro linee geodetiche siano figu- 
rate da linee rette; e come risolvesse il problema in una memoria del 1866, 
dimostrando che tali superficie devono essere di curvatura costante *). 
Di qui fu breve il passo a quella interpretazione della geometria non-euclidea, 
che proiettò una luce inaspettata nella controversia allora agitata intomo 
ai principi fondamentali della geometria ed ai concetti di Gauss e Lo- 
batschewsky. E subito dopo, svolgendo l'idea madre della predetta 
memoria del 1866 e coordinandola ai principi tracciati da Riemann 



^) £. d'O V i d i o, negli Atti dell'Accademia di Torino, 25 febbraio 1900. 
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ia im cdebce kvoro pottomo^ aDofa ék poco vmmo io Ince^ pMJkò 
k memock srnUë kma i^ sptu^ M mraakm iOtkmU, smtU sufaßtu 

VtkguxgSL e k genkM di cottsd kvori dkdero al Beltrami qaaâ 
dì dando qudk ripatakioiié che à andò aempce più djffirmdmdiij suo a 
di?coire ammicaiioiie imivcnüc. 

Le qiie$tioiii sino attota trattati^ altamente suggestive £ mcnîtaiiaoïii 
saQa natura ddb ^laao fisico, e d'ahra parte i metodi analitid da hâ 
tisati ndk geometrk diffrirfniMlr, applicabili ancjie ndk meccanica e nefla 
fisica matematica, lo attirarono quasi qmuanesmente verso i probkmi 
propri di questi due rami delk sdenau Ai quali studi di analisi applicati 
q^ era ddi resto mirabtbiente pr ep ara t o , sk per ^ jntcymnenti « 
geodesk e di memmira, tenuti a Pisa e a Botogqa» âa per qudlinfluena 
del Betti che 9a ho accennata, sk per una tendena dei suo ìng^no 
che k matemaodbe omoepiva ndk kco genesi storka, come messo per 
lo studio delk natura, ed era meno inclinato aUe astratte ^lecukâod 
ddPanalisi pura : tanto che^ anche nei pochi suoi kvori strettamente ana- 
Bàci, si intravedono quasi imtnediate k appKcariont a cui nnra» ama può 
dirsi che queste r^gono e promuovono k ricerche di analisi *)• 

Lo strumento del quale, oltre all'intuizione geometrica, à send co- 
stantemente e che giunse a perfezionare ed a man^jgiare da maestro, 
era bensi l'analisi matematica; ma questa non fu per lui, come talvolta 
per altri insigni, per es. per Brioschi, scopo a sé stessa. NeUa elegante 
conmiemorazione del suo predecessore **), che, due anni or sono, il Bel- 
trami lesse in quest'aula, davanti alle Vostre Maestà, ^ distinse nel- 
l'analisi matematica due tendenze o scuole: k classica rappresentata da 
Eulero e da Jacobi, ed un'altra germogliata dalle opere di La- 
grange, secondata dai metodi di Gauss e di Dirichlet, e definiti- 
vamente mamrata con Cauchy e con Rie mann. Delineata questa 
giusta distinzione, il Nostro dimostrò chiaramente che Brioschi appar- 
tenne aUa prima scuola; ed ora si può affermare con pari sicurezza che 
Beltrami è un esempio, altrettanto splendido, deUa seconda tendenza. 



*) S o m i g 1 i a n a, nei Rendiconti dell'Istituto Lombardo, i marzo 1900. 
••) Riprodotta in questi Rendiconti, L XIV, pp. 262-274. [N. d. R.]. 
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A cominciare del 1871 Beltrami dedicò un'estesa serie di lavori 
alla cinematica dei fluidi, alla teoria del potenziale, ed a quelle dell'ela- 
sticità, della luce, dell'elettricità, del magnetismo e della propagazione del 
calore, abbracciando quasi tutto il vastissimo campo della fisica matematica. 

Nello studio delle equazioni generali dell'elasticità si trovò ricondotto 
alle sue celebri ricerche di geometria, poiché ebbe a scoprire che le equa- 
àoni di Lamé sono vincolate al postulato euclideo sullo spazio. Potè 
quindi spontaneamente estenderle agli spazi di curvatura costante, aprendo 
nuovi orizzonti alla teoria dell'elasticità. E pensò subito, sebbene con pru- 
denti riserve, a giovarsi di codesta generalizzazione, per tentare di chia- 
rire le oscurità delle teorie del Maxwell, dirette a sostituire, secondo le 
idee di Faraday e di W. Thomson *), alle azioni a distanza, quelle 
fra i punti contigui di un mezzo continuo diffuso in tutto lo spazio **). 
Dell'arduo problema il Nostro fece una discussione completa che lo con- 
dusse a risultato negativo, senza però che egli abbia voluto concluderne 
il rigetto della dottrina di Maxwell. 

La grande innovazione dello scienziato inglese risiede nelle equazioni 
differenziali colle quali egli rappresenta l'universalità dei fenomeni elet- 
trostatici, elettrodinamici ed elettromagnetici, ed alle quali le meravigliose 
scoperte di Hertz, illustrate ed ampliate dal nostro Righi, hanno dato 
credito ed appoggio. Maxwell le deduce per divinazione, più che non 
le dimostri, dalle equazioni di Hamilton della meccanica. Beltrami 
invece ha proposto di stabilirla partendo dal principio di d'Alembert 
generalizzato ed esteso all'elettrodinamica : metodo che, senza nulla mu- 
tare alla sostanza delle idee di Maxwell, conduce più rapidamente e 
più sicuramente allo scopo ***). 

Per tutto l'ultimo periodo della sua attività scientifica Beltrami 
continuò a consacrare lunghe meditazioni e importanti lavori ai concetti 
del sommo fisico di Cambridge, concetti la cui importanza dal punto 
di vista sperimentale é andata via via crescendo, fino ad acquistare un 
dominio quasi assoluto nel nostro modo di concepire i fenomeni elettrici 
e magnetici +). 



♦) Lord Kelvin. 

•*) S ornigli ana, L e. 

•*•; Maurice Levy, nd «Comptes rendus», 12 marzo 1900. 
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Qi scrìtti sdentifid ddi Beltrami sapcaaio fl oentÌDaio. la tntti, 
all^mportanai ed d c vitcm dcQa maDtria va oooghmia k forma detta, 
iimipeiabik per lucidità ed d^auua di dettato. Fdüoe oomiulâo deffiih 
toiaaiie geometrica cdk finezze più r^ioste ddPanalisi, e vasta compctn- 
siooe di metodi geaerafi coq ima rara abiliti nd pkgßxA alle appKcaânni 
particolari assicurano ai lavori dd Nostro on posto dnrevok ndb siorìt 
ddk matematiclie, pur presdmkndo dalle idee noove e dai nuovi rista- 
tati che Fimiversale consenso dq^ studiosi g^ rioooosoe ^ 

E quale b scrittore tale era il maestro. Coloro cbe ebbero la £ar- 
tuna di assistere alle sue lezioni attestano che le dottrine più ardue e 
Sfnnose acquistavano dal magistero ddla sua parob tale grado £ evidema 
e di semjdiciti da generare, in chi l'ascoltava, nDnskme che avrdAe sa- 
puto pervenire agevolmente da sé alla scoperta ddle verità dichiarate dal 
professore •^ 

Tali erano Pingegno e la valentia scientifica e didattica dd Bel- 
trami; né ai confini pur remoti ddk matematiche si arrestava il sapere 
di lui; che e^ possedeva coltura non comime e varia, parok kdk, ar- 
guta, adoma, come di chi ha domestichezza cogli smdi letterari. Aveva 
una rara conoscenza scientifica delk musica, ddk quak era andie ese- 
cutore abile e ispirato **^. Gli era stata maestra fin dai fûù teneri anni 
la madre; poi s'era esercitato con Amilcare Ponchielli, suo coe- 
taneo e concittadino. Questo talento musicale egli nascondeva con ritrosa 
modestia, come se temesse d'essere accusato d'infedeltà verso k gdosa 
dea, k matematica, alk quale si era tutto consacrato; ma i pochissimi 
intimi e intelligenti attestano ch'egli sapeva eseguire maestrevolmente 
al pianoforte i capokvori di Bach, Beethoven, Mendelssohn, 
Schumann +). 



*) Cerrutî, L e 

••) Cerruti, L e. — Frattini, nel Periodico di Matematica, mano- 
aprile 1900. 

•*•) Caloria, nei Rendiconti dell'Istituto Lombardo, i marzo 1900. 

f ) C a s s a n i , Atti dell'Istituto Veneto, 25 febbraio 1900. 

Da un foglietto trovato tra le carte del Nostro, e che sembra essere la minuta 
di una lettera all'amico dott. Gustav Wolff (nel 1886-87 professore al Conser- 
vatorio di Lipsia), togliamo il brano che segue : 

« Il y a entre la musique et les mathématiques un rapprochement que l'on n'a 
« peut-être pas encore remarqué. Si Ton conçoit le domaine général des idées comme 
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Rigido con sé stesso e indulgente verso gjfi altri, spirito calmo, se- 
reno; affabile, cortese, di n;odi per innata gentilezza ddl'anxmo, escrd- 
uva, inconsciamente, in chi pur per poco Tawkinasse, un £iscìno irre- 



« étant un système continii, k damp des idées m a thénu tiqiies n*en forme qu'iuie très 
« faiWe partie; ou, pour mienz dire, dks nV figurent, à moo ai?is, que œomie les 
«raies de Fraunhofer dans Tètendue du spectre sohire. Ainsi, ily a une gamoie 
« mathématique comme il y a une gunme musxale. De ce point de vue, un raison- 
« nement mathématique est comme une suite d*xccords nrés de la lyre inteikctueCe 
« formée par les raies mathématiques de la pensée humaine, et la découverte d^une 
c branche nouveDe de madiématiques est comparable â ccfle d'une nouvelle modubtîon 
« harmonique. Mais tandb qu'on peut très bien dépbcer la gamme n m sicai e sans 
« altérer les rapports harmoniques, on ne peut pas dépbcer la gamme m at h é m atique 
c du moins Ton n'a pas d'exemple, dans Fhbtoire de la science, que le même diéo- 
a rème se soit présenté, à différentes époques, ou chez di^ércnts peuples, dans des 
« tons différents. Les accords madiématiques ont donc une existence absolue, tandis 
« que les accords musicaux n'en ont qu'une rdanve. 

ft P,S. Si ces idées paraissent i M. W ol f f trop étranges ou trop compronaet- 
c tantes, je suis prêt à les supprimer; pourvu quii laisse toujours subsister entre son 
« esprit de musicien et mon- esprit de mathématicien ce seul accord véritablement 
« parfait, qui représente l'amitié la plus sincère. 

E. B.» 

A proposito del ravvicinamento fra la matematica e la musica, mi sia concesso 
di citare alcuni passi di altra lettera (più antica) dei Nostro, provocata da una nou 
dell'illustre Sylvester che si legge a pag. 613 della Memoria On the real and 
imaginary roots of algebrical equations (Phüosophica] Transactions, parte IH, 1864). 
La nou è la seguente: 

et Herein I dunk one dearly discerns the internal grounds o( the coincidence 
c or parallelism, which observation has long made famifiar, b etwe en die mathematical 
« and musical îAoc May not Music be described as die Mathematic of sense, Mathematic 
c as Music of the reason ? the soul of each the same ! Thus the musician fuis Ma- 
te thematic, the mathematician tlrinks Mu^ — Music die dream, Mathematic the 
« working life — each to receive its consummation from the other when the human 
tc intelligence, elevated to its perfect type, shall shine forth glorified in some future 
c M o z a r t-D irichlet or Beethove n-G aus s — a union already not indistinctly 
ct foreshadowed in the genius and labours of a Helmholtzl/». 

E Beltrami nella sua lettera da Pisa, 7 aprile 1865 ' 

et Credo che d sia molto di vero nel pensiero dd Sylvester che ms trascri- 
vestL Io non ho mai studiato profondamente la cosi detta Armonia, che è quella parte 
della sdenza musicale che può in certo qual modo riguardarsi come dottrina razionale, 
avendo i suoi postulati ed i suoi assiomi, da cui mtto il resto é dedotto. Ma per qud 
poco che ne so, parmi iniatn che il processo mentale ad esta appUcabilc tia identico 
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sisdbile; a Bologna, a Pisa, a Pavia, a Roma, ovunque egli professò, 
divenne ben presto il centro intorno al quale si adunavano gli studiosi 
delle più diverse discipline, l'anima di una conversazione geniale e dotta, 
non mai pedantesca *). 

Della sua costante fedeltà al culto della scienza è prova indiscutibile 
il fatto che, nella sua carriera di oltre trentasette anni, non si lasciò mai 
adescare, né per ambizione, né per guadagno, ad accettare uffici che lo 
svagassero dagli studi. Non volle mai far parte di Corpi amministrativi, 
né essere Preside di Facoltà o Rettore di Università; accettò soltanto di 
entrare nel Consiglio supcriore deU 'istruzione, mandatovi dai suffragi dei 
colleghi. Non cercò alcuno degli onori soliti a conferirsi ai dotti, ma li 
ebbe tutti. L'Accademia di Bologna fino dal 1867, la Società Italiana 
(dei XL) dal 1870, questa R. Accademia dei Lincei dal 1873, l'Istituto 
Lombardo, l'Accademia di Torino, la Società Reale di Napoli, le Acca- 
demie delle scienze di Parigi, di Berlino, di Monaco, la Società di Got- 
tinga, la Società matematica di Londra ed altre lo aggregarono a sé come 
Socio o come Corrispondente. Dottore honoris causa delle Università di 
Kazan (1893) e di Halle (1894). Cavaliere del merito civile di Savoia (1879). 

Della grande riputazione che il nostro aveva acquistata nel mondo 
scientifico, anche presso gli stranieri, mi sia concesso addurre quest'altra 
prova. Nel 1889 scadeva il quinquennio di professorato straordinario di 
analisi matematica per la celebre Sofia Kowale\vsky all'Università 
di Stoccolma. Per deciderne la conferma a vita, come professore ordi- 
nario, quell'Università chiese i pareri di tre scienziati che riteneva i più 
autorevoli in quell'indirizzo di studi: Her m ite, Bjerkncs e Bel- 
trami. I pareri furono tutti e tre onorevoli ed in favore di quel savant, 
dont le sexe était aussi exceptionnel que le mérite (secondo una frase del 
Nostro, da una lettera del 18 maggio 1889 a Herrn ite). xMa non erano 
compiuti due anni e una morte crudele toglieva immaturamente l'illustre 



o poco meno con quello delle matematiche. Mettendomi per un istante nell'ipotesi 
materialistica, direi quasi che nell'una e neU'altra scienza sono posti in azione gli stessi 
organi. Quanto poi alla composizione, nel senso più lato, parmi che subentrino altri 
elementi, assai differenti dai primi. Comunque sia, è notevole che uno dei più grandi 
armonisti e compositori dei tempi moderni, Meyerbeer, abbia cominciato collo 
studiare matematiche, nelle quali si addottorò ». 
•) C e 1 o r i a, 1. e. 
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donna, aU'Università ed alla scienza che da lei attendevano ulteriori frutti 
del suo miracoloso ingegno. 

Ultimo onore la nomina a Senatore del Regno : onore che a lui 
giunse assai gradito, perchè la sua modestia non gli toglieva di sentir- 
sene degno, e sopratutto perchè, per atto di alta e cavalleresca cortesia, 
la comunicazione gli venne dall'augusta bocca del nostro amato Sovrano, 
nell'adunanza solenne dei Lincei, il 4 giugno 1899. 

Ed ora quello spirito eletto non è più fra noi. Se qualche cosa so- 
pravvive oltre la tomba, di certo egli è salito ad un astro superiore, più 
perfetto del nostro pianeta, ed ivi si delizia nella beatitudine del vedei:e 
illuminati e risoluti quei problemi che trascendono Facume della mente 
umana, ma spesso la tormentano affannosamente. Di lassù egli implora 
rassegnazione e pace alle anime desolate delle due infelicissime donne, 
la madre e la vedova che gli sopravvivono, anelanti di ricongiungersi a 
lui. Alle sue pr^;hiere uniamo i nostri voti. 

Â me ed a quelli che con me hanno oltrepassata Tetà del Bel- 
trami, non rimane alcun conforto, se non sia il ricordo della sua cara 
e preziosa amicizia. Ma i giovani non dimentichino che lianno un tesoro 
da custodire : l'esempio di una vita immacolata, tutta spesa nel culto della 
scienza e nella scuola del dovere, e la gloriosa memoria di un altissimo 
ingegno, che ha onorato la patria e l'umanità. 



Rtmi. Ckc. MûUm. Palermo, t. XIV (1900). — Sumptto il 19 dicembre 1900. 37 



SULLE CONDIZIONI DI RAZIONALITÀ DEI PIANI DOPPI 
Nota di fi. Castelnuovo (Roma) e F. Enriques (Bologna). 



Adaiunsft del 9 dicembre 1900. 



I piani doppi jx, ^, Vfixy) j che sono razionali [tali adunque che 
esista una sostituzione razionale x = 9 (X F), y = ^ÇXY) trasformante 
il polinomio / m un quadrato perfetto *)], danno luogo a tre tipi irri- 
ducibili, in cui la curva di dirama:^ione /=o è rispettivamente: 

i) una curva Q^ d'un certo ordine 2« dotata d'un punto 
(2 » — 2)-plo ; 

2) una quartica generale C^; 

3) una sestica Q dotata di due punti tripli infinitamente vicini. 

La razionalità dei piani doppi di questi tipi è stata dimostrata da 
Clebsch e Noether, in relazione alla bisezione degli argomenti delle 
funzioni abeliane appartenenti alle curve di diramazione sopra nominate. 

II sig. Noether ha poi dato il teorema **): Se un piano doppio 
jx, y, Vf{xy^\ è razionale, la sua curva di diramazione si può trasfor- 
mare, con una trasformazione birazionale del piano (xy), in una C,, o 
in una C^ o in una Q appartenenti ai tre tipi menzionati. 

Ma, a vero dire, il ragionamento con cui TAutore è pervenuto a 
quest'ultima importante proposizione, mentre non appare chiaramente 
espresso nella breve Nota di lui, lascia anche nella sua mente il dubbio, 



•) La condizione d* invertibilità della trasformazione può ritenersi superflua in 
base al teorema della razionalità delle involuzioni piane. 

**) Noether, Ueber die ein-^weideutigen Ebenentransformationen (Sitzungsbe- 
richte der physik. median. Soc zu Erlangen, 14 Januar 1878). 
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francamente dicliiarato, intorno alla possibile esistenza di qualche altro 
piano doppio razionale dotato di caratteri singolarissimi. 

Âd escludere questo dubbio vale una dimostrazione indiretta della 
proposizione in parola fondata sopra la conoscenza dei tre tipi, a cui il 
sig. Ber ti ni ridusse le involuzioni piane di coppie di punti *); infatti 
ogni piano doppio razionale può farsi nascere, per mezzo di una trasfor- 
mazione [2, i], da una involuzione che può supporsi ridotta ad uno dei 
tre tipi nominati **). E poiché le ricerche dei signori Kantor, Ca- 
stelnuovo, Wimann hanno ormai rigorosamente giustificata la ridu- 
zione a tipi del sig. Bertini (ottenuta dall'Autore con un procedimento 
che lasciava qualche lacuna), anche la classificazione dei piani doppi ra- 
zionali si palesa cosi sicuramente completa. 

Una nuova dimostrazione diretta e luminosa, costituente la vera via 
maestra per giungere a questo resultato, scaturisce dal procedimento assai 
semplice che esponiamo nella presente Nota. H quai procedimento ci ha 
condotti invero ad un teorema di più larga portata esprimente le condi- 
zioni di razionalità (o di riferibilità ad una rigata) di un piano doppio; 
un teorema che permette di verificare questa razionalità, qualunque sia 
la curva di diramazione assegnata, decidendo a priori la questione della 
sua trasformabilità in una delle curve C^^ , C^ , Q sopra nominate : 

Le condix}oni perchè un piano doppio }x, ^, VTaTÖ^I ^^ razionale 
rappresenti una rigaia, sono espresse dalla non esistenza di curve d'or- 
dine in — 6, 2 » — 9, . . . , aggiunte rispettivamente d'indice 2, 3, . . . 
alla curva di dirama:(ione, fatte però le opportune conveni^ioni sul tnodo di 
computare i punti multipli d'ordine dispari della detta curva (cfr. n** i). 

Si può anche distinguere facilmente il caso della razionalità del piano 
doppio, dal caso in cui esso rappresenti una rigata di genere p^ o, 
poiché in quest'ultimo caso la curva di diramazione consterà di 2/> -{- 2 
curve razionali, costituenti insieme una curva di genere virtuale — (2/>+ i), 
laddove la curva di diramazione di un piano doppio razionale ha sempre 
il genere virtuale X — i. 



*) Ricoche sulle trasformazioni univoche involutorie nel piano [Annali di Mate- 
nutica, s. II, t Vili (1877), PP 244-286]. Cfr. una Nota deUo stesso Autore nd 
Rendiconti dei R. Istituto Lombardo, s. II, v. XIII (1880). 

^*) Cfr. B e r t i n i , Deduzione delle trasformazioni piane doppie dai tipi fonda-' 
mentali delle involutorie [Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie II, v. XXII (1889), 
pp. 77I-77SJ- 
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Introducendo la nozione dei generi o plurigenari di una superficie 
[genere P^=p y doè nuniero delle superficie 9^__^ , d'ordine n — 4, linear- 
mente indipendenti, che sono aggiunte ad una superficie F^ d'ordine n; 
bigenere P, , cioè numero delle 9,._g , d'ordine 2 « — 8, biaggiunU ad 
F^ , . . . *)], si ha il teorema : 

Le condi:^oni perchè un piano doppio con curva di diramaTiione C^ , 
d'ordine lUy sia ragionale rappresenti una rigata, sono espresse dalVan- 

nullarsi dei plurigeneri P, , P^ , ... Pr^-i l designando con 1 — I il mas- 

2»\ 

Simo mtero contenuto m — 1 . 

3 / 
Può darsi del resto che queste condizioni dipendano dall'annullamento 

di un minor numero di generi P^ , P^ , Forse anzi dall'essere soltanto 

P^ = o potrebbe trarsi come conseguenza P^=z P^=z ... = Pri»] = 0. 

Questo teorema ha notevoli applicazioni nello studio delle superficie 
contenenti sistemi lineari di curve ellittiche o iperellittiche (cfr. n° 5); ed 
il procedimento, che ad esso conduce, si manifesta utilissimo per la trat- 
tazione di varie questioni legate alle trasformazioni Cremoniane del {»ano 
(n° €). 

I . Dobbiamo ricordare anzitutto alcune nozioni d'indole generale sui 

piani doppi. 

Abbiasi un piano doppio |.v, y, Vf{xy^\. La sua curva di dirama- 
zione sari sempre una curva C^^, di un certo ordine pari in (poiché 
alla /: si deve aggiungere la retta all'infinito, se /è di grado dispari), 
ed inoltre si potrà supporre priva di componenti multiple, poiché una 
componente che entrasse più volte in C^^ , potrebbe sempre togliersi un 
numero pari di volte. 

Ora se, nel piano Çxy)^ si eseguisce una trasformazione birazionale, 
il piano doppio }x, y^ Vfixy)\ si cambia in un altro piano doppio 
}X, Yy yFÇXY)\ avente come curva di diramazione una curva C^^, 
d'un certo ordine pari 2 m, trasformata della C,^. Ma il significato della 
parola trasformata è qui un pù diverso dal significato abituale, giacché 



*) Cfr. Enriques, Introduiiofie alla Geometria sopra le superficie algebriche 
I Memorie della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL), s. Ill, t. X (1896)], 
SS 3^» 39» ^^^^^^'^"^^^ ^ Enriques, Sur quelqujs rèunts résultats dans la 
thii^rie des surfaces algébriques [Mathe»na tische Annalen, t. XLVIII U897>J> n^ 30. 
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occorre tener conto di quelle curve fondamentali del piano (X F), che 
nascono nella trasformazione da punti di C^^ [fondamentali pel piano 
(x^)]; precisamente se una di queste curve proviene da un punto r-plo 
di C,., essa dovrebbe esser computata r volte come componente della 
trasformata di Q^. Siccome però nella detta trasformata si possono sop- 
primere tutte le componenti che vi entrano un numero pari di volte, si 
può dire in fine che la C^^, trasformata della C^^ , consta della curva 
trasformata in senso proprio e delle curve fondamentali nascenti dai punti 
multipli d'ordine dispari della C^^ (curve da contarsi una sola volta). 

Cosi essendo fissate le cose, si potrà sempre trasformare la C^^ in 
una curva C,^ , d'ordine pari 2 w, dotata soltanto di punti multipli d'or- 
dine pari e distinti. Relativamente alla C,^ si potranno considerare le 
curve Cj,^^, d'ordine 2 m — 3, aggiunte (d'indice i), le C^^_^, d'or- 
dine 2 m — 6, aggiunte delle aggiunte (aggiunte d'indice 2 alla C^^), ecc. 

Ora le nominate curve 0,,^^, C^^^g, ... , aggiunte (d'indice i, 2, ...) 
alla C^^ , hanno carattere invariante relativamente ad ogni trasformazione 
arazionale del piano che muti la C^^ in una curva (d'ordine pari) dotata 
di punti multipli d'ordine pari, purché si tenga conto delle eventuali curve 
(fondamentali) che nascessero da punti semplici della Q^, scelti come 
fondamentali per la trasformazione. Se invece la C,^ si trasforma in una 
Cj^ avente un punto multiplo d'ordine dispari (2i-|- i), il punto 
viene a corrispondere ad una curva fondamentale facente parte della C^^ ; 
e, secondochè tale curva appartiene o no alle aggiunte C^,^, , ^aw_é > • • * > 
le curve C^^_^ , C^^_^ , . . . trasformate di queste, si comporteranno in 
come le aggiunte, o avranno in una molteplicità inferiore di una uniti 
a quella delle aggiunte. 

È lecito ancora di riguardare le C^^^ , C^«_é > • • • come curve ag- 
giunte (d'indice i, 2, . . .) alla C,^, purché si faccia una opportuna con- 
venzione relativamente ai punti multipli d'ordine dispari della curva, attri- 
buendo loro una molteplicità virtuale, che può differire di un'unità da 
quella effettiva. Quale sia questa molteplicità virtuale dei punti della C^^ ri- 
sulta, in tutti i casi, dal comportamento delle curve C,„_j (o delle 
Q«-6 > • • •) che si é detto di voler considerare come a^unte alla C^^ , 
cioè dal comportamento di quelle curve che si trasformano in aggiunte 
alla Cj^, quando la C^^ si trasforma in una curva C,^ dotata solunto 
di punti multipli d'ordine pari. 

Del resto é facile determinarla nei casi più semplici : 
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Ogni punto multiplo d*ordine 2 i -{- i della C,^ avrà per conven- 
zione la molteplidti virtuale li, tranne quando al punto stesso sia infi- 
nitamente vicino un altro punto (2t -{- i)-plOy nel qual caso la moltepli- 
cità virtuale del primo punto (e quella del suo infinitamente vicino) sarà, 
come Teffettiva, 2f -{- i. 

Quest'affermazione vale soltanto se si tratta dì un punto multiplo 
nel senso proprio della parola; se il punto (0') di cui si discorre è esso 
stesso neirintorno dì i^ ordine di un altro punto 0, la molteplicità vir- 
tuale di 0' sarà 2i o 2i -{- i, secondochè ha una molteplicità d'ordine 
pari oppure d'ordine dìspari. 

Pel nostro scopo non è necessario andare più oltre, assegnando la 
molteplicità virtuale dei punti di C,^ che si trovino in un intorno d'or- 
dine superiore di un punto multiplo (nel senso proprio della parola). Del 
resto tale questione, legata alla ricerca dell'influenza delle singolarità 
di C,, sui generi del piano doppio (cfir. n° 4), ha già ricevuto una ri- 
sposta nel caso, assai ampio, in cui le singolarità della C^^ possano rite- 
nersi tutte definite mediante cicli lineari *). 

2. Premesse, per chiarezza, queste nozioni, consideriamo una curva 
C^, , data come curva di diramazione di un piano doppio, e attribuiamo 
ai punti multipli della C,. le molteplicità virtuali secondo le convenzioni 
fatte innanzi. 

Supponiamo ora che la C^. sia priva di curve aggiunte di tutti gli 
indici I, 2, 3, . . . , ed esaminiamo quali conseguenze discendano da questa 
ipotesi. In relazione alla forma del numero n rispetto al modulo 3, avremo 
da considerare tre casi : 

A) 2»=6w, B) 2ii = 6m-|-2, C) 2« = 6m-f-4. 

Supporremo inoltre, tranne nell'ultimo caso, che sia m > o, salvo ad 
esaminare in seguito i casi corrispondenti alla negazione di questa ipo- 
tesi, o di quelle che via via aggiungeremo. 



•) Cfr. Enriques, Sui piani doppi di genere limare p*'^ = i (Rendiconti 
della R. Accademia dei Lincei, Aprile 1898). La valutazione del genere di un piano 
doppio quando la curva di diramazione abbia punti multipli distinti, e Tosservazione 
che un punto (2 i -f- i)-plo figura in tal caso come fosse (2 i)-plo, trovasi già in 
N o e t h e r (Göttinger Nachrichten, 7 Juni 1871). Più tardi, nella citata Nota di Erlan- 
gen (1878), il sig. Noether stesso fu condotto a considerare la particolarità prove- 
niente da due punti (2t-J- i>-pli infinitamente vicini. 
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IroTESi A. — La mancanza di curve (d'ordine o) aggiunte d'indice 
2 m alla Q^ porta che la Q^ abbia (almeno) un punto di molteplicità 
^ 2m + I- Il punto della Q^ la cui molteplicità (virtuale) è mas- 
sima, avrà dunque una certa molteplicità virtuale: 

fl) 2 w -{- 2 5 -}- I, o fl') 2 m -}- 2 5 + 2, ove 5^0; 

e nella prima ipotesi la Q^ possederà (n° i) due punti (2 m -j- 2 5-4- i)-plì 
infinitamente vicini. Supposto (per ora) s <^2m — i, teniamo conto 
della condizione di non esistenza delle curve C^^^^ aggiunte d'indice 
2 m — s — I alla Q^. 

a) Per effetto dei punti multipli già menzionati della Q^, ogni 
Cj,_^j si ridurrebbe nella prima ipotesi ad una retta r [congiungente i 
punti (2m-{- 25-|- i)-pU infinitamente vicini] da contarsi 35+1 volte, 
e ad una conica tangente alla retta in quei punti; per escludere la esi- 
stenza della Cj,^j è necessario dunque che la Q^ abbia qualche punto 
di molteplicità ^ 2 m — s fuori della retta r. Allora però, mediante le 
coniche passanti per i due punti (2w-|-2 5-|- i)-pli infinitamente vicini 
di C^^ e per uno degli ultimi punti multipli nominati, si riesce a tra- 
sformare la Q^ in una curva d'ordine mferiore. 

fl') Se il punto della Q^ ha la moltepUcità 2 m -{- 2 5 -{- 2, ogni 
Cj,^j aggiunta d'indice 2 m — s — i alla Q^ si ridurrebbe ad un gruppo 
di 3 5 4" 3 ^^^^ P^^ Ö- ^^ escludere l'esistenza di una C^^^^ occorre 
dunque ammettere che la Q^ sia dotata di (almeno) 3 5 -j- 4 punti 
(2 m — 5)-pH, fra i quali non si trovino due punti allineati con 0; questi 
punti, come subito si verifica, non potranno tutti cadere nell'intorno di 
primo ordine del punto 0. Del resto potrebbe darsi che due dei detti 
punti venissero sostituiti da un punto (2 m — 5-|-i)-plo> oppure tre da 
un punto (2 m — 5 -f- 2)-plo> ecc.; ma tutti questi casi sarebbero sempre 
più favorevoli pel nostro scopo. Ci metteremo dunque nella peggiore ipo- 
tesi supponendo che la Q^ abbia, oltre (che ha l'ordine 2 w-f- 2 5-|- 2)> 
dei punti (2 m — 5)-pli, e non punti di molteplicità superiore. Ora se s 
è pari, le coniche passanti per e per due punti siffatti permettono di 
trasformare la Q^ in una C^^^; se 5 è disparì, i punti (2 m — 5)-pli 
di Q^ saranno a coppie infinitamente vicini, e le coniche passanti per 
i punti di una tale coppia e per permetteranno ugualmente di tra- 
sformare la Q^ in una Q^_,. 

Ipotesi 5.— La mancanza di coniche aggiunte d'indice 2 m alla Q^^,, 
porta che la Q^^^ abbia dei punti di moltepUcità non inferiore a 2m -{- i. 
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Se la più alta mohqilidtà da punti di Q^, è appunto 2 m -f- 1> 
Ä avranno 6 punti (2 ifi 4~ i)'?^ ^ coppie infinitamente vicini (n"" i) e 
non appartenenti ad una conica. AQora adoperando k quintiche (compo- 
nenti una rete omalcndica), che hanno come doppi i nominati 6 pund, â 
riesce a trasformare la Q.^, in una curva d'ordine 61» — 2. 

Se vi sono punti ddla C^^,^ di mdte^idti più elevata, possiamo 
supporre che il punto O di più alta md[tq>liciti per la Q.^, abbia h 
molteplidti portuale: 

h) 2ifi4-25+ I con 5^1, o *') 2 III + 25 + 2, con 5 ^ o. 

Supporremo s ^2m, 

h) Nella i* ipotesi si avranno due punti (21114-254- i)-pli infinita- 
mente vicini (n^ i) della Q.^,. Una C^^^, aggiunta d'in<fioe 21» — 5 alla 
C^^, dovrebbe avere quesd punti come (354- i^'Pli» ^ quindi si speir 
zerebbe in una retta r da contarsi 3 5 volte e in una conica tangente 
ad r. Ad escludere l'esistenza di una tale C,,^, occorre dunque die là 
Qi»^a abUaqualche punto di moliqiliciti itn — 54-1 (o superiore) 
fuori di r. Allora le coniche passanti pei due pünü (2 m 4- 254- i)-pli 
infinitamente vicini e per uno dei punti nominan fuori di r, permettono 
di abbassare l'ordine della C^,,^ [cfr. il caso 0)]. 

b') Se è (2 m 4" 2 5 4" 2)-plo per la Q^^, (con 5^0), una 
Cj,_^j aggiunta d'indice 2 m — s alla Q^^, dovrebbe essere composu di 
3^4"^ ^^^^ P^^ O' ^^ escludere resistenza di una siffatta C^,^, bisogna 
dunque ammettere che la Q^^, sia dotata di (almeno) 354-3 punti 
di molteplicità 2 m — 54- i> fra i quali non si trovino due allineati 
con 0, e che non potranno cadere tutti nell'intorno di 1° ordine di 0. 
Allora la Q^^, si può trasformare in ima curva d'ordine 6 m mediante 
le coniche passanti per il punto e per due dei nominati punti 
(2 m — 54- i)-pli; occorre sceglier questi due ultimi infinitamente vicini 
tra loro, dato che s sia pari, come è certo possibile in questa ipotesi 
[cfr. il caso a')]. 

Ipotesi C. — La mancanza di rette aggiunte d'indice 2 m 4- i ^ 
Q«-^4 porta che la C^^^^ abbia almeno tre punti (2 m 4" 2)-plî non 
allineati, oppure punti di molteplicità superiore. Se la Q^^^ ha tre punti 
(2 m 4~ 2)-pli, il suo ordine si abbassa di due unità con una trasforma- 
zione quadratica. Supposto invece che la Q^^^ abbia un punto O di 
molteplicità superiore, conviene distinguere i due casi in cui abbia 
la molteplicità virtuale: 
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c) (2m-f- 25+ i), con 5^1, o e') (2 m + 25 + 2), con 5X0. 

Supporremo per ora, in ogni caso, 5 <[ 2 m + i. 

e) Nel 1° caso la Q^^^ avrà due punti (2m + 25+ i)-pli infinita 
mente vicini (n° i), e, per b mancanza delle curve C^,^, aggiunte d'indice 
2 m — 5 + I, possederà altri punti (2 w — 5 + 2)-pli fuori della retta 
congiungente i punti multipli sopra nominati, sicché l'ordine della C^^.^ 
potrà sempre abbassarsi con una trasformazione quadratica [cfr. i casi 
a)e*)]. 

c') Nel 2° caso la mancanza di curve C^^_^^ aggiunte d'indice 
2 m — 5 + I alla Q^^^ , porterà l'esistenza di punti di molteplicità 
2 m — s -^ 2 per la Q^^^ , i quali saranno a coppie infinitamente vi- 
cini (n° i), se 5 è dispari; e tra questi punti si potranno sempre scegliere 
due che, insieme al punto (2 m + 2 5 + 2)-plo 0, sieno base per una 
rete di coniche, la quale permetta di trasformare la Q^^^ in una curva 
d'ordine inferiore [cfr. i casi a') e i')]. 

Dalle considerazioni ora svolte in relazione ai tre casi A, B q C 
segue adunque che il processo di riduzione della C^^ (2« = 6 m, 6 m + 2, 
6 m + 4) si arresterà soltanto quando sieno contraddette le ipotesi fatte 
per via, le quali possono cosi riassumersi: si è supposto m>o nei casi 
A Q By inoltre si è supposto 5 < 2 m — i, 2 w, 2 m + i nei casi Ay 
By C, rispettivamente. Quel processo di riduzione si arresterà dunque, 
quando si abbia 2 n = 2, oppure quando b C,^ possegga un punto 2 «-pio 
o due punti (2« — i)-pli infinitamente vicini, e in questi soli casi. Ma 
l'ultima ipotesi per w > i porterebbe la riducibilità di C,^ , dalla quale si 
staccherebbe una retta contata 2 « — 2^2 volte; e perciò essa deve 
essere esclusa. 

Concludiamo pertanto : 

« Se la C,^ è affatto priva di curve aggiunte d'indice i, 2, 3, ... , 
« essa può trasformarsi con una trasformazione birazionale di tutto il 
« piano : • 

« i) in una conica, 

« 2) oppure in un gruppo di un numero pari di rette uscenti da 
a un punto ». ' 

3. n processo di riduzione spiegato innanzi è ancora applicabile se 
mancano le curve aggiunte alla C,^ degli indici 2, 3, ... , pure esistendo 
quelle d'indice i; soltanto il processo medesimo in questa ipotesi si ar- 
resta prima. 

Rmì. Gre, àUUm, PmUrmo, t. XIV (1900). — Sumpato il 31 dicembre 1900. 38 
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Distmguendo ancora i 3 caâ: 

2if = 6ifi, 2« = 6ifi -f- ^> 2« = 6m4-4> 

vediamo anzitutto che la riduzione non è ora più possibile quando m = 0, 
neppure nel 3^ caso. Inoltre le dis^uaglianze, a cui debbono soddisfare 
le molteplidti 2m-f"25-f"ï 2m-f-25-)-2 dei punti di massima 
molteplidti della C,. , aflinchè la riduzione sia possibile, diventano qui 
più espressive, avendosi rispettivamente nà tre casi: 

5<2lfl — 2, 5<2III — I, 5<2m. 

Si conclude dunque che il procedimento di riduzione della C^. si arre- 
sterà soltanto quando la C^ sia divenuta una quartica, oppure quando 
essa anmietta un punto (an — 2)-plo, o due punti (2 n — 3)-pli infi- 
nitamente vicini. L'ultima ipote^ volendo escludere che dalla C,, si di- 
stacchi una retta contata un numero pari (= 2 n — 6) di volte, porta 
2«^ 6. 

Si arriva quindi alla conclusione: 

« Se la C,, è priva di curve aggiunte d^li indici 2, 3, . . . , essa 
« può trasformarsi con una trasformazione birazionale del piano : 

a i) in una curva di un certo ordine 2v (v = i, 2, . . .) dotata di 
« un punto di molteplicità 2v — 2 o di moltepUcità superiore; 

« 2) in ima quartica piana C^, affatto generale; 

a 3) in una sestìca C^ con due punti tripli infinitamente vicini ». 

E poiché i piani doppi aventi come curva di diramazione una delle 
nominate C,^ , C^ , Q , sono razionali o rappresentano rigate (casi parti- 
colari corrispondenti all'elevarsi delle molteplicità dei punti della C^^, o 
all'esistenza di ulteriori singolarità per la C^ o per la Q), cosi abbiamo 
il teorema : 

Se la curva di diramaxione C,, dì un piano doppio è affatto priva di 
curve aggiunte C,^^ , C,._^ , . . . degli indici 2, 3, . . . , il piano doppio 
è ragionale rappresenta una rigata. 

4. Allo scopo di invertire il resultato ottenuto, giova considerare il 
significato delle curve successivamente aggiunte alla curva di dirama- 
zione C,, di un piano doppio, significato relativo alla superficie rappre- 
sentata sul piano doppio. 

L'equazione di questa superficie, f,^, può mettersi sono la forma: 
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ove /,, è un polinomio di grado m in Xy y^ che, posto = o, rappre- 
senta la C,^. 

Allora consideriamo i coni proiettanti dal punto all'infinito dell'asse ;( 
le C^„__^ aggiunte, d'indice 2, alla C,^ ; ciascuno di essi sommato al piano 
all'infinito contato in — 2 volte, costituisce una superficie ç^^g , d'or^ 
dine 4 n — 8, la quale è biaggiunta rispetto alla F^^. 

Questa affermazione si giustifica osservando il comportamento della 
?4i.-8 rispetto ai punti multipli della F,^. La verifica riesce facile nel caso 
che la C,^ abbia soltanto punti multipli d'ordine pari e distinti fra loro, 
mentre l'estensione del resultato al caso generale si può ottenere facendo 
uso di un'opportuna trasformazione del piano, che muti (ove occorra) 
la C^^ in un'altra curva dotata soltanto di punti multipli d'ordine pari e 
distinti. 

Invero i punti multipli della superficie F^^ cadono soltanto : 

i) nel punto all'infinito dell'asse :(, che è un punto (2« — 2)-plo 
particolare caratterizzato dal fatto che un piano generico passante per esso 
sega la superficie in una curva avente n — i punti doppi nell'intorno di 
primo ordine del detto punto (2 « — 2)-plo, i quali congiunti al punto 
stesso danno n — i rette coincidenti colla retta all'infinito del piano secante; 

2) nei punti multipli della C^^ , che sono punti doppi particolari per 
la F^^'y precisamente uno di questi punti doppi, che sia 2t-plo per la Q^, 
e nell'intorno del quale non cadano altri punti multipli della curva, resta 
definito per la F,^ dalla particolarità, che un piano generico passante pd 
detto punto sega la F^. lungo una curva avente infinitamente vicini al 
detto punto doppio altri i — i punti doppi successivi sopra la retta inter- 
sezione del piano nominato col piano della C^^. 

Si può quindi verificare che la (f^^_J^ è biaggiimta alla F,, (cioè si 
comporta come due superficie aggiunte prese insieme), osservando che, 
sopra ogni piano per uno (0) dei nominati punti singolari della F,^, la 
? ns sega una curva che, presa insieme con due rette per 0, costituisce 
una curva biaggiunta alla sezione piana di F^^ *). 

Ora possiamo dunque dire che le C,._^, aggiimte d'indice 2 alla C^^, 
rappresentano, sul piano doppio, quelle particolari curve bicanotnche della 
F,, , la cui immagine sul piano stesso è doppia **)\ pertanto il numero 



*) Cfr. Enriques, Inirodu^iotUy etc, SS 3^ ^ 39* 

^ Cfr. Enriques, Sui piani doppia etc (Rendiconti della R. Aoctdemia dei 
Lincei, Aprile 1898). 
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delle C,^,__^ linearmente indipendenti non sarà inferiore al bigottere P, della 
superficie. 

Similmente si può vedere che il cono proiettante dal punto all'infi- 
nito dell'asse ;^ una C,^^, aggiunu d'indice 3 alla C,, , sommato al 
piano {[ = o) della C^^ , e al piano all'infinito, contato 4 « — 4 volte, co- 
stituisce una superficie F^^^^ triaggiutUa alla F,,, sicché la C^^ sonmiata 
ad una C^^_^ rappresenta sul piano doppio una curva tricananica. 

In generale la C^^ contata 5 volte, presa insieme ad una curva ag- 
giunta d'indice i + 2, rappresenta una curva (s -f- lycanonica della F^. 
?ertanto se mancano le curve pluricanoniche della F^ fino all'ordine 

— , cioè se sono nulli i plurigeneri P, , P, , . . . P\xn\ , la C,, è af- 

latto priva di curve aggiunte degli indici 2, 3, ... . 

Di qui si deduce (conlrontando col resultato del n® 3) : 

Se per un piano doppio dolalo di una curva di dirama:i^ione d'ordine 
2 n, sono nulli lulli i plurigeneri P, , P^ , ... Pr,,-! , il piano doppio è ra- 
gionale rappresenla una rigala. 

L'inversa è pur vera, giacché é noto che ogni piano doppio (o su- 
perficie) che sia razionale o riferibile ad una rigata, ha nulli tutti i plu- 
rigeneri. Donde segue che la curva di diramazione del piano doppio man- 
cherà delle curve aggiunte degli indici 2, 3, ... ; osserv^azione questa che 
(in virtù del processo di riduzione del n° 3) dimostra e completa il teo- 
rema del sig. N o e t h e r : 

La curva di dirama:;iione di un piano doppio ra::jonale, rappresen- 
tante una rigata, può sempre ridursi, tnediante una lrasJorma:^one bira:^ 
naie del j iano, ad uno dei tipi seguenti : 

i) curva di un certo ordine 2v(v ^ i), dotala di un punlo multiplo 
di ordine ^ 2 v — 2; 

2) quartica piana C^ ; 

3) sestica piana Q, dotata di due punti tripli infinitamente vicini. 

5 . Le condizioni di razionalità (o di riferibilità a rigata) di un piano 
doppio, espresse mediante l'annullarsi dei plurigeneri, si applicano con 
successo in alcuni casi notevoli, dove non sarebbe egualmente facile di 
riconoscere la trasformabilità della curva di diramazione del piano doppio 
in una delle curve tipiche di Clebsch-Noether. 

Citianio anzitutto il caso delle superficie contenenti un fascio liticare 
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di curve elliiiiche dotalo di (almeno^ un punto base semplice a doppio, delle 
quali superficie si dimostra cosi che sono ra:^onali o riferibili a rigaie 
eUiUiche. 

Infatti, considerando un punto base, semplice o doppio, si può de- 
terminare razionalmente sopra ogni curva (ellittica) del fascio una g^^ e 
quindi rappresentare la superficie sopra un piano doppio. Ora i plurige- 
neri della superficie sono tutti nulli *), perchè il fascio in parola costi- 
tuisce sulla superficie un sistema lineare di curve di genere virtuale w se- 
cantisi a due a due in n > 2 tc — 2 punti; (designando con i, , i^ , . . . 
le molteplicità dei punti base del fascio si ha invero 

Nello stesso modo si ottiene il teorema : 

Se una superficie contiene un fascio lineare di curve iperellittiche di 
genere />> i, con un certo numero di punti base di molteplicità t\, t,,..., 
per modo che si abbia 

Xi> 2p—2, 
la superficie è ra:^ionale riferibile ad una rigata; una tale superficie es- 
sendo sempre rappresentabile sul piano doppio ed avendo i plurìgenerì nulli. 

Questi resultati estendono sotto un certo aspetto quelli già ottenuti 
relativamente alle superficie contenenti sistemi lineari di curve iperellit- 
tiche **), i quali possono riassumersi nel teorema di Castelnuovo: 
Una superficie contenente una rete di curve iper ellittiche di genere p^i^ 
secantisi a due a due in gruppi non speciali, è razionale riferibile ad una 
rigata. Ma questo teorema, sotto un altro aspetto, dice di più, almeno 
nel caso j> > 2. 

Ora è interessante notare come anche l'ultimo teorema, in tutta la 
sua generalità, discenda dal resultato fondamentale di questa Nota, e possa 
cosi nuovamente dimostrarsi senza ricorrere alla razionalità delle involu- 
zioni piane, di cui si fa uso nelle Note citate. Infatti, si dimostra subito 
(ad es. col ragionamento adoperato da Castelnuovo nella Nota dei 
Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, maggio 1894, pag. 477) che la 



*) Cfr. la proprietà caratteristica delle curve canoniche, bicanoniche, etc in Enri- 
ques Introduzione, etc, $$ 38, 39. 

^) Cfr. : Enriques (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, dicembre 1893); 
Castelnuovo (Ibidem, gennaio e maggio 1894). Un rifacimento di questi lavori si 
trova in Enriques, Mathematische Annalen, Bd. 46. 
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superficie contiene un fascio di curve razionali, o una serie razionale di 
curve razionali. Ora, nel primo caso i plurigeneri della superficie sono ceno 
nulli; nel secondo caso poi risulta *) che la serie razionale di curve ra- 
zionali è contenuta in un sistema lineare di curve dello stesso ordine e 
di un certo genere %, secantisi a due a due in n^i'K — 2 punti, donde 
segue nuovamente l'annullarsi dei plurigeneri; e cosi si può applicare 
sempre il resultato fondamentale della presente Nota. 

6. Noteremo infine che il procedimento di riduzione spiato al n° 2, 
ove pur si prescinda dalle speciali convenzioni riguardanti la molteplicità 
virtuale dei pimti multipli della curva di diramazione di un piano doppio, 
dà la condizione perchè una curva piana (semplice o composta) sia tra- 
sformabile, con una trasformazione birazionale di tutto il piano, in un 
punto o in un gruppo di punti, questa condizione venendo espressa dalla 
mancanza di curve aggiunte d'indice 1,2,.... Inoltre quel procedimento 
si rivela utilissimo nelle questioni di riduzione all'ordine minimo dei si- 
stemi lineari di curve di genere p secantisi a due a due in if>2/) — 2 
punti, ove si noti che le curve aggiunte d'indice i, 2, 3, . . . dovranno 
segare la curva generica del sistema dato in gruppi composti di un nu- 
mero di punti che va decrescendo (di almeno n — 2/>-)-2 unità per 
volta) col crescere dell'indice. Cosi ad es., per un sistema lineare (al- 
meno 00') di curve razionali si vede subito che mancano tutte le curve 
aggiunte d'indice i, 2, ... , e si ottengono quindi i notissimi tipi d'ordine 
minimo pei detti sistemi lineari. Similmente per /?=iedw>osi avrà 
soltanto una curva aggiunta e mancheranno tutte le successive, sicché 
si arriverà facilmente ai tipi pure notissimi dei sistemi lineari di curve 
ellittiche, ecc. 

Si potrebbe anzi stabilire una serie di proposizioni generali sui tipi 
dei sistemi lineari di curve di genere p secantisi a due a due in n 
punti, ove si abbia rispettivamente «>4/) — 4, o 2n>6/> — 6, 
3 n > 8/) — 8, ... ; ma lasciamo al lettore volenteroso la cura di pro- 
seguire in questo indirizzo. 

Ottobre 1900. 

G. Castelnuovo. 
F. Enriques. 



•) Humbert, Journal de Mathématiques pures et appKquées, 4* serie, t X (1894)1 
pag. 195; Enriques, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XIII (1899). 
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IVedi t Xra, pp. J74-380]. 



Per le pubblicazioni ricevute in dono e presenute nelle varie Adunanze, 
▼eggasi la Seconda Parte (Biblioteca Matematica). 



ADUNANZA DEL 9 LUGLIO 1899. (Presidenza G. B. Cuccia). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il sig. Mi- 
chele Martone (Messina), proposto dai sod Vivanti e Ciani, è eletto sodo non 
res'uUnU, 



ADUNANZA DEL 23 LUGLIO 1899. (Presidenza F. Gaidar er a). 

n Presidente dà il triste annuncio della morte del sodo residente Dr. Fortu^ 
nato B ucca. 

Memorie e ComimicazionL 

DE FRANCHIS: For/f*iia/o Bucca. 

Il rimpianto che ha destato la sua fine in tutti quelli che s'occupano di Sdenze 
Matematiche e che erano in intimità con Lui ha salde radid neUe speranze che tutti 
riponevamo nel suo ingegno profondo, seriamente coltivato da forti studi, il quale fa- 
ceva presagire in Lui un ricercatore, per quanto paziente, altrettanto perspicace. E che 
queste speranze fossero fondate, ne fanno fede i lavori che, anni fa, appena laureato, 
Egli pubblicò a parte ^) e che poi con leggere modificazioni furono riprodotti nei nostri 
Rendiconti ^), e quegli altri che, dopo la di Lui immatura fine, rimasero inediti. 

Di Lui possono ben parlare solo gli amid intimi, i quali conobbero ed apprezza- 
rono le doti speculative dd suo robusto ingegno, e lo stimarono per la sua larga cul- 
tura e per la predsione insuperabile delle sue idee. Perchè, di natura eminentemente 
riflessiva e timida. Egli ebbe sempre ritegno a manifestare idee che non fossero com- 
pletamente predsate, e non era mai contento della soluzione d'un problema sdentifìco, 
se non quando esso fosse completamente risoluto e discusso in tutti i suoi più minuti 
particolari. Ed è forse per questo, sempre ammirevole, riserbo, che i suoi lavori, 
benché molto pregevoli, non bastano ancora da soli a rivelard integralmente la sua 
straordinaria perspicada ed il suo talento : bisognava, ripeto, avere con Lui l'intimità 
di un amico, per aver l'agio di apprezzarlo completamente e per rendersi esatto conto 
di quanto potesse il suo ingegno. 



*) SulU svilmppo i'wmà ftm^iont monogena uniformi d'mnû variähili indipendenti in serie eolio emrmttO' 
ristiehe separeUe (litogr., 189e); e Intorno all'integrale di Can eh y (litogr., 1896); queste due sono il rial- 
aunto della tua diaaeruzione di Laurea (laurea che ottenne, colla lode, nella R. Uni Tersità di Palermo, il 
6 luglio 1896)- 

**) Sntlo tvihppo d'ama funzione nniforme di variabile complessa, dotata di singolarità isolate, in serie 
têtu esratiorisHoki têparaii (questi Rendiconti, t. XI, 1897); Sopra eerti integrali e eerti tvihppi in serie 
(lUd., U Xn, S898). 



|04 * isnuiTti 




ZCUUBIC in nmo 06 ok mffmSaÊÊt mÊ9Êf9p lO ì 

tcnqpolo al suo ufficio éL Atiitimr ala CaMin di AaaU 1 

(H Paiamo. Uamocc dhiui cwa mo dbe poneta md 
ìft ifMstûooàf € la sua filxa ^ «seta ed 

rfflimifato affètto e la stinut dei PioCcnoii a étffk atadCBii. 
Qfoolo lo vcdcinmo par paraoda aiui ttocK la canea « 
dndc pffova «fi tutto lo ado dba la sua dcucatti i 

Ed oia il povero noatio amioo, a sofi 24 anni» aVafta ddk vka, ci ^CDne npito 
da im male crodda. Tritte^ por tioppol 

CUCCIA li amda aOe parole dette dal Dr. de Franclils k memoria dd 
Dr. Fortanato Bocca, e odia qoaità éL «Dckipito dal Coiwigto Direttivo per 
ducete la ptiniiücaiiooe dei R eo m c otuia n coooa o cpe dhe |pl uititHi tcmti dd ooBi|)iaiiio 
e Yaieote ipofaoe matenHitioo, e ooès 

Smlìùsvibtppo iêffi imkgrÊB ^tu^êpm^fmm Sgtnm^fäk Uunn awifita odTio- 
linia d*«» ptimi0 ämgUam; 

Stau rUmxfêm êd gruppo M GéUis J^m^êqmu^fêm dj^alrte séJFMggimmiifêm di 
knußmMA mMrârtêi 

SêêM$ êtÈifêssiiotA âifébfidi^ c os êf uHt iU &$çuuific9K$$tiê$ téSlê jali tfMi^Éa a Ç9ê$ ^otm 
M êfêUiê iuàtHon âl stcotiàùf 

StEÜä &TMÌ0NaÌilé ffwraafrffli; 

Smfh fiimMüM ddk fftrnjumi Ummh, 
aaianno puMicati nd tomo XIV (1900) dd Rendioooti ^ 

PIZZETTI : Sulla correzione da fare alle latitudini osservate per tener conto dei- 
l'altera da punti di stagione sul livello del mare. 

CIANI : Un teorema sopra U covariante S della quartica piana. 



ADUNANZA DEL 13 AGOSTO 1899. (Presso»* F. Calda r er a). 

Memorie e Comunicazioiii. 

APPELL : Sur Vintigration des équations du mouvement d'un corps pesant de ré- 
volution roulant par une arête circulaire sur un plan boriiontal; cas particulier du 
cerceau. 

KORTEWEG: Extrait d'une Lettre à M. Appell. 

PETROVITCH: Sur l'expression du terme général des séries de Taylor repré- 
sentant des combinaisons rationnelles de la fonction exponentielle. 

PETROVITCH : Sur une classe d'équations différentielles du premier ordre. 

DE FRANCHIS : Le superficie irrazionali di ^ ordine di genere geometrico-super- 
fidale nullo. 



*) Vedi : Bacca, StmdU di Jm^Usi [Rendiconti del Qrcolo Matematico di Palermo, t. XIV (1900), 
pp. 115-141J. 
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ADUNANZA DEL 27 AGOSTO 1899. (Presidenza F. Gaidar era). 

Memorie e Comunicazioni. 

GERBALDI : Sul gruppo stmpliu ài ^60 colKneaiioni piane, (Parte seconda). 



ADUNANZA DEL 12 NOVEMBRE 1899. (Presidenza F. Gaidar er a). 
Corrispondenza. — Gon lettera del 26 ottobre 1899 il sig Ing. S. Rotigliano 
si dimette da sodo del Gircolo. 
Affari intemi. 



ADUNANZA DEL 26 NOVEMBRE 1899. (Presidenza F. Gaidar er a). 
Affari intemi. 



ADUNANZA DEL io DIGEMBRE 1899. (Presidenza F. Gaidar era). 

Ammissione di naovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il sig. P a- 
squale Galapso (Palermo), proposto dal sod Gerbaldi e Guccia, è eletto sodo 
residente. 

Memorie e Comunicazioni. 

PINCHERLE : Sopra un problema d'interpolaiione. 



ADUNANZA DEL 24 DICEMBRE 1899. (Presidenza F. Gerbaldi). 

Ammissione di naovi soci.— Dietro votazione a schede segrete il prof. E r- 
nesto Pascal (Pavia), proposto dai sod del Pezzo e Gerbaldi, è eletto sodo non 
residente. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 7 GENNAJO 1900, a' sensi deU'arti- 
colo 1 5 dello Stttuto. (Presidenza F. G a 1 d a r e r a). 

Elezione dell'Ufficio di Presidenza pel biennio igoo-igoi.— Il Presidente 
richiama gli articoli 14 e 15 dello Statuto reladvi all'elezione e alle funzioni deU'Uf- 
fido di Presidenza. Si procede quindi alla votazione a scrutinio segreto, con unica 
scheda, per le cariche dell'Uffido di Presidenza pel biennio 1900-1901. Risuluno detti: 
Galdarera, presidente; Malsano, vice presidente; Gerbaldi e Guccia, se- 
gretari; de Franchis e Pepoli, vice segreurt; Porcelli, tesoriere. 

Affari intemi. — Il sodo prof. G e b b i a regala alla Biblioteca dd Gircolo e La 
Théorie des déterminants et leurs applications, par F. Brioschi, traduit par M. Ëd Gom- 
BESCURE». Su proposta dd sodo prof. Gerbaldi, si delibera di ringraziare il 
prof. G ebbi a. 

Memorie e Comunicazioni. 

VIVANTI: Sulla trasformazione di Laplace, 



ADUNANZA DEL 14 GENNAJO 1900. (Presidenza F. G aldarera). 
Corrispondenza« — Gon lettera dd io corr. il prof. E. Pascal ringrazia per 

Rmd, Gre. ìitUtm, PëUrm; t. XIV (1900). ~ Sumpato il ji dicembre 1900. 39 



b sot inwrfwinnt « todo M Ctoeateu— C« knen dd sf Jtanke t^ i éonove 

PUtro VitâUi Ü dkacne da socio M 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL ai GENNAJO 1900^ «* sensi dcTsiu 
tfcoto 18 ddto Ststttttu (Pmideott P. Câl4âr€râ> 

Ale ÙK If fwedie 1 Ptmu n ii i «pve rsdoMatt. 

UmImÌoiis dl attori oocL — Dìeiio rùfMÛooft m sdKit ngim, 1 d^ Btt> 
rico L V gm ro (PskmoX proposto dsi sod ToidE t GeteUi^ è 



m1 GottsIgMo DfaoÉtivo poi ' 

iFêM t. XI» pp. iSé-iSQ. 

n P aii PmT i ridrfsms gB sidedi i<b i7t i^ I9i ^ |s» Il àdÊo Statalo^ fo- 
laM ala dedoM t sis tedoiri M Crma^ßn DiMtro (ConUfOo C RotoliaK dd 
Mmiik$mU^ 11 P aan pum i wstttt dbe le leneio perla ckaotts dd Condii IX- 
iMKro p erf coms aTUffido dl Pitddenia fino dte ose if di ag^ ai gtimain 1900 
sono in numero (H 8a. Q^iattio £ queste iMere sono didriaimie amili pencM non 
nrflMie nd leno» Le limanenti 78 portano la nnna dd-sod* 

Agn i rik ^ AJsgn a» Amandoli Amlfl» At n o de o ^ Andtéii Badky BcnKnatv B o nta d et 
Boralgiy Bortolocii» Booriett Biamlraa» fittffiÊ^ Bofgatd» Calspso^ Calda leia» CapHli 
v^ermo* ^^swOb ^^onoBocnve« ^^onwnn« v^o^ca* ^^cenwoa* ^joumic* mjk nsucnBb «i^b usv^ 
mœ» Dd Penoii Dd Re» Er Ovidfe^ Darin Lor^p^ Enili|aet» FSsnoii Faiiail» Foum» 
Galdeano (de), Gdibia, Geffudd, GItufice, Gocda, Goerra, G34dén, Jadania, Keribedt 
(de), Laisant, Levî-Gvita, Lo Monaco Aprile, Loria, Maisano, Martone, Massarini, Me- 
dolaghi, Micdi, Murer, Neppi Modona, Pascal, Peano, Pennacdnetti, Pincherie, Pinta- 
cuda. Piuma, Politi, Porcdli (O-X Porcelli (S.), Puglisi, Hindi, Ronco, Ruffini, Russo, 
Schlegd, Somigfiani, Tag^iarini, Terzi, TorelH, Traverso» Venturi, Verde, Vohem. 

Aperte dal Prbsidente queste 78 lettere, si sono trovate altrettante buste piccole 
chiuse. Aperte dal Pkesidentb le anzidette 78 buste fricoole, si sono trovate altret- 
tante schede di votazione. Fattone lo spoglio dal Presidente, assbtito dai Segretari, 
^ si è avuto il risultato seguente : 

Sod dd Creolo (addi 21 gennajo 1900) i8| — Votanti 78. 

Residenti. 



Albeggiani 


eletto 


con 


voti 70 


Gabbia 


» 


» 


» 72 


Gerbaldi 


» 


» 


» 77 


Cuccia ' 


» 


» 


» 77 


Torelli 


» 


» 


. 76. 


Riportarono inoltre voti: 






Angelitti 4- 


-De Frane 


;his I —Maisano 6 — Venturi 7.^Di- 


speisi a. 
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Non residenti. 

Beltrami (Roma) eletto con voti 78 

Bianchi (Pisa) 

Capelli (Napoli) 

C errati (Roma) 

Cremona (Roma) 

D e 1 P e z z o (Napoli) 

Del Re (Napoli) 

Loria (Genova) 

Mittag-Leffer (Stoccolma) 

Pascal (Pavia) 

Peano (Torino) 

Pin eh e rie (Bologna) 

Poincaré (Parigi) 

T o n e 1 1 i (Roma) 

Volterra (Torino) 

Riportarono inoltre voti : 

Arzelà i — Bertini 9 — Berzolari 2 — Bural i-Forti i — Castel- 
nuovo 3 — D' Ovidio II — Enriques i — Jung 4 — Montesano 2 — 
Morera io — P ennacchietti i — Picard 2 — Ricci 2 — Salvatore- 
Dino 2 — Segre 13 — Somiglia na i — Veronese 7 — Vivanti 2, — Di- 
spersi 3. 

Il Presidente proclama il risuluto della votazione. Approvato dall* Assemblea il 
presente verbale, la seduta è tolta alle ore 18. 



» » 1 


• 77 


» » ] 


• 7S 




' 76 




• 77 




• 7« 




. 6ì 




• 6s 




. 72 




. 72 




' 73 




• 72 




> 75 




. 69 




. 69. 



ADUNANZA DEL 28 GENNAJO 1900. (Presidenza F. Calda r era). 

U Presidente comunica ai sod che dopo la seduta straordinaria del 21 gennajo, 
destinau, a* sensi dello Statuto, alla elezione del Consiglio Direttivo, pervennero 
alla Presidenza altre 4 buste con Tintestazione «Elezione del Consiglio Direttivo pel 
triennio 1 900-1 901-1902», e doè: una senza firma e tre con le firme dd sod (fa- 
stelli, Floridia e Pema. Si delibera di brudare queste 4 buste. 



ADUNANZA DELL'ii FEBBRAJO 1900. (Presidenza F. Caldarera). 

Il Presidente partedpa ai sod che il nuovo Consiglio Diretnvo ha scdto il 
prof. G. B. Cuccia quale « Ddegato per dirigere la pubblicazione dd Rendiconti » pd 
triennio 1 900-1 901- 1902. [Vedi art 20 dello Statuto]. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il sig Fran- 
cesco Guggino (Palermo), proposto dai sod Gebbia e Gerbaldi, è eletto socio 
residente. 

Memorie e Comiinicazioni. 

SEVERINI : Sulla rappresentazione delle funzioni reali di variabili reali mediante 
serie di polinomi ragionali interi 



u 



PROSPETTO DH "œNTl œNSUNTlVI DEL 



•WB-»JX 



ii-i-iSSs; 24-1-1886; 11-^1887; 8-1-1888; 27-1-1889 




4 » 


I 


» 


10 


m 


i 

m ' » 
■ 


m 


» 


» 


w 


2>6 15 


449 Si 


305 


94 


i^-iX tn 


^X 


^- 


Q-» 


OT 



Stuipt M Reni. ëc«l Estratti t tfeil ÂHnrL 
éd ReatfMrtl t «eal AhmtL . 



» 539 95 



</> AtskarazioM ii 

U 

Etiti diversi 



DcicitAzm tfellXserdzis prectëeats 

Esiti dell 
Rt>to di Qissd d*il 



EstTci^io L. ' 458 I 25 903 

I ! I 

Esercizio L. 1 176 j 77 j » 



06 



A pareg^o L. 635 ! » ; 905 06 



899 ! 48 I 

I 
56 I60 



54 



1399 



1399 



54 



47 



472 



; GccciA, HâLJTiD, HcMtiftT, JoftDAK. In escvuziooc di deliberazione dell'Assemblea (adunanza straor 
Creolo (t-#./i t-^i^,^ .,jç^ . Ammobigliatnenio •, anno 1*97). 

*) i'iwùtrro JWi'iifr«;i,r«/ P^hhlu*: anno iSW, L. joo; 1M9, L. 700; 1890, L. 700; 1891, L. 700; 189a, 
iS9$, L. $00; 1896, L. $00; i»97, L. $00; i8y&, L. $00; 1*^9, L. $00. Totali L. 4400. — Prof, G. B. GnccU 

}) Dalla fondazione della Società (a marzo 18&4) e fino al }i agosto 1896 non si pagò pigione di casa, 



Palermo, 26 giugno 1900. 



lATICO Dl PALERMO DEGLI ESERCIZII 1884-1899 „ 

I-I-I893; II-3-I894; 27-1-1895; 26-I-1896; I4-2-I897; 1 5-6-1897; 30-1-1898; I5-I-I8C9; 26-6-1900. 



' 


1891 


1892 


1893 


1894 


1895 


1896 


1897 


1898 


1899 


Totale 


06 
50 


2288 

m 

1000 

345 

240 

38 
85 


33 

75 

» 

80 
48 


2381 
» 

800 
366 
216 
10 
287 


56 

28 
» 
80 
89 


2294 

» 

500 

443 
266 

14 
348 


38 

04 
80 

25 

76 


2345 

» 

1240 

181 

150 

74 

285 


28 

60 

70 
66 


2455 

» 

500 
445 
263 

30 
186 


01 

» 
15 
25 
05 
70 


2482 
» 

500 
240 

443 
18 

1x5 


62 

» 
» 
70 

50 


2600 

1200 

1875 

198 

267 

13 


61 

» 

40 
95 


2504 

» 

865 

349 
711 

42 

459 


04 

» 
» 

50 
75 
48 

79 


2694 

» 
1728 

3x9 

589 

72 

109 


97 

» 

90 
39 

» 

56 

» 


31613 
1200 

1x309 
5156 

3464 
383 

2055 


55 

» 

30 

ss 
70 

78 

5$ 


5<5 


3998 


36 


4062 


53 


3867 


23 


4277 


24 


3880 


16 


3799 
38 


82 
81 


6154 


96 


4932 


56 


5513 


82 

» 


55183 
X339 


43 
27 


56 


3998 


36 


4062 


53 


J867 


23 


4277 


24 


3880 


16 


3838 


63 


6154 


96 


4932 


56 


55x3 


82 


56522 


70 


» 

35 
73 

38 

41 

m 
9 
9 
21 


50 

m 

439 

295 

2675 

234 

15 

» 


70 

» 

77 
38 
25 
37 

» 


53 

» 
318 

594 

2460 

207 

15 
» 

» 


39 
34 

» 

79 

» 
25 


S6 

199 

523 

2521 

252 

»5 

» 

II 

» 


75 
» 

80 
99 
57 
71 

» 

75 

» 


56 

» 

227 

504 

3026 

261 

«5 

» 


» 
» 

05 
36 

25 

88 

» 


56 
» 

212 

671 

2567 

242 

15 


85 
39 
39 
03 


44 

» 

242 

643 

2598 

288 

15 

» 

7 


» 

35 
30 
» 

23 

» 

75 

» 


461 

1470 

247 

607 

2533 

282 

16 

32 

4 

38 


50 
40 

45 
35 

99 
47 
80 
40 

» 
81 


433 
» 

277 

974 

2728 

358 

19 

32 

» 


55 

98 

23 
20 
20 
40 

» 


712 

» 

1139 

715 
2016 

303 
6 

32 

» 


46 
24 
75 

54 
08 

40 

» 


1977 
1470 
5422 
6615 
33366 

3369 
132 

97 
88 

X339 


45 
40 

89 
34 
05 

37 
08 
20 

75 
27 


08 
48 


3710 
287 


47 
89 


3713 
348 


77 
76 


jj8i 
28s 


57 

es 


4090 
186 


54 
70 


3764 
"5 


50 


38,8 


63 


5695 
459 


»7 
79 


4823 
109 


56 


4925 
588 


47 
35 


53878 
2643 


80 
90 


Sa 


3998 


36 


4062 


53 


Î867 


23 


4277 


24 


3880 


16 


3838 


63 


6154 


96 


4932 


56 


5513 


82 


56522 


70 


i L. 300 M 4 s L. laoo fa poruto ad introito nell'esercizio 1897 per proTTedere, in parte, «lie tpeee di ammobigliamento del 

M 728,90. Totali L. 5408,90.— i#m»ft^'« di PaUrmo : anno 1889, L. 300; 1890, L. 300; 1891, L. 300; 1893, L. 300; 1894, L. 500; 
«0; 1898, L. 36s; 1899, L. 500. Totale L. 1500,40. 
BMBt« apprettati dal aocio prof. Gucda. 



Il sodo Tesoriere : Ing. S. PorcellL 
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ADUNANZA DEL 25 FEBBRAJO 1900. (Presidenza F. Gaidar er a) 

U Presidente con profondo rammarico dà il triste annuncio della morte, avve- 
nuta in Roma il 18 corrente febbrajo, alle ore 14,30, del prof. Eugenio Beltrami, 
sodo e membro del Consiglio Direttivo del Qrcolo fin dal 1888; e dà lettura dei te- 
legrammi spediti ai professori Cerruti, Cremona e Tonelli, della R. Uni- 
versità di Roma, per pregarli di rassegnare alla famiglia del compianto e illustre ma- 
tematico italiano le condoglianze del Circolo Matematico di Palermo e rappresentare 
questa Società alle onoranze funebri che saranno rese in Roma. 

Su proposu del Presidente e dei sod Gerbaldi e Conoscente il Cir- 
colo delibera di esprimere le sue condoglianze al prof. Cuccia per la grave perdita 
da quesd fatta del suo amato genitore, Cav. Giuseppe Maria Cuccia dd 
Marchesi di Ganzaria, cessato di vivere, in Palermo, alle ore 13 e mezzo dd giorno 
20 dd correrne febbrajo. 

Ammissione di nuovi socL — Dietro votazione a schede segrete, il sig. Er- 
nest Lebon (Paris), proposto nell'adunanza precedente dai sod Cuccia e Cono- 
scente, è detto sodo non residenU, 



ADUNANZA DELL' 11 MARZO 1900. (Presidenza F. C aid arerà). 
Memorie e ComtinicazionL 

PUGLISI : Sul movimento ài un punto non soggetto ad alcuna for^a sopra un toro. 



ADUNANZA DEL 25 MARZO 1900. (Presidenxa F. Cai dar era). 
Affari interni. 



ADUNANZA DELL'S APRILE 1900. (Presidenza F. Ca Ida r era). 
Memorie e Comunicazioni. 

BURG ATTI ; Teoria dei sistemi articolati più semplici. 



ADUNANZA DEL 22 APRILE 1900. (Presidenza F. Gerbaldi). 
Affari interni. 



ADUNANZA DEL 13 MAGGIO 1900. (Presidenza F. G er bai di). 
Affari intemi. 



ADUNANZA DEL 27 MAGGIO 1900. (Presidenza F. Gerbaldi). 

Su proposta dd Presidente dell'adunanza e dei soci Cuccia e Conoscente 
il Circolo delibera di esprimere le sue condoglianze al presidente della Sodetà, profes- 
sore comm F. C a 1 d a r e r a, per la grave perdita da questi fatta della sua diletta 
consorte, cessata di vivere, in Palermo, il giorno 23 del corrente maggio. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il sig. Dot- 
tore Giuseppe Vitali, proposto dai soci Bianchi e Cuccia, è eletto socio non re- 
sidente. 
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Memorie e Comunicazioiii. 

VITALI : Sulk funT^ioni analitiche sopra le superficie di Riemann, 
VITALI : Sui limiti per it = oo delle derivate n^ deUe funzioni analitiche. 



ADUNANZA DEL io GIUGNO 1900. (Presidenza F. G e r b a 1 d i). 

Ammissione di nnovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il signor 
Ing. Guido To ja (Firenze), proposto dai sod Cerniti e Burgatti, è eletto socio 
non residente. 



ADUNANZA DEL 24 GIUGNO 1900 (Presidenza G. B. G uccia). 

Corrispondenza. — U sig. Ing Guido T o j a, con lettera del 1 3 giugno 1900, 
ringrazia per la sua ammissione a sodo del Circolo. — Con lettera del 18 giugno 1900 
la signorina Frances Hardcastle si dimette da soda dd Circolo, a partire dal 



i^ gennajo 1901. 



Memorie e ComtmicazionL 

MITTAG-LEFFLER : Sur la représentation analytique des fonctions d'une variable 
réelle (Extrait d'une Lettre à M. É m i 1 c Picard). 

PUGLISI : Sulle formole per la composizione di più movimenti finiti. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 26 GIUGNO 1900. (Presidenza F. C al- 
d a r e r a). 

Bilanci. — Esposizione ed approvazione del Conto consuntivo delVeserciiio i8çç. 
reso dal Tesoriere, e del Bilancio di previsione per Veserd^io 1^00. 

Si delibera la pubblicazione nd Rendiconti dd <r Prospetto dei Conti consuntivi del Cir- 
colo Matematico di Palermo dal 2 marxp 1884 al ji dicembre iSçç» [Vedi: pp. 308-309]. 



ADUNANZA DELL'8 LUGLIO 1900* (Presidenza G. B. Cuccia). 
Memorie e Comunicazioni. 

PHRAGMÉN : Sur la représentation analytique des fonctions réelles, données sur 
un ensemble quelconque de points. (Extrait d'une Lettre à M. G. B. Cuccia). 



ADUNANZA DEL 22 LUGLIO 1900. (Presidenza F. Ca Id arerà). 

Corrispondenza. — Con lettera del 15 luglio 1900 Tlng. Cav. Gino della 
Rocca si dimette da sodo del Circolo. 

Ammissione di nnovi soci« — Dietro votazione a schede segrete, il signor 
Prof. Comm. Ulisse D i n i , senatore dd Regno, proposto dai sod Cremona e 
TonelK, è detto socio non residente. 



ADUNANZA DEL 12 AGOSTO 1900. (Presidenza G. B. Cuccia). 
Si tog^e la seduta in segno di lutto per la morte di S. M. Umberto I^ re 
d'Italia. 



ADUNANZA DEL 26 AGOSTO 1900. (Presidenza G. B. Cuccia). 
Affari interni 



IW 



nviâvn nâi naoMti» 



ADUNANZA DELL*ii NOVEMBRE 1900. (Prariéfiin E Câldârer«> 
Ootf to pw idtiiga ,— Co« IttMnt dd 17 ctiob» tfc» 1 dg. Donofe Filiberto 
Cat tellano ri ëiOÊtmt da tocb dit Ovooio. 



ADUNANZA DEL %$ NOVEMBIB 1900. (Pmidna R C«ld«reraX 



ADUNANZA DEL 9 DICEMBRE 1900. Qhnâàum, P. Caldârerâ> 
ÉmnitMlant dl movi «ad. — Dietro fot aii oo e a schede wcffttt, & i^ Cri- 
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